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爪形矩阵约束四元数矩阵方程 ＡＸＢ＝Ｃ 的求解
吴恒飞ꎬ张宗标

(亳州学院电子与信息工程系ꎬ安徽 亳州 ２３６８００)

摘　 要:以四元数的实表示为基础ꎬ结合爪形矩阵的结构特点ꎬ利用矩阵的拉直与 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积ꎬ将爪形矩阵约束四元数矩阵

方程 ＡＸＢ＝Ｃ 转换成无约束的实矩阵方程ꎬ得出其有自共轭解的充要条件及通解表达式ꎮ 最后ꎬ在给定的解集中ꎬ求得已知四

元数爪形矩阵有极小 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数的最佳逼近解ꎮ
关键词:四元数体ꎻ实表示ꎻＫｒｏｎｅｃｋｅｒ 积ꎻ自共轭解ꎻ最佳逼近
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０ 引言

爪形矩阵又称箭形矩阵ꎬ除第一行、第一列及

主对角线之外ꎬ其余元素皆为零ꎮ 爪形矩阵被应用

于许多特殊领域ꎬ它的反特征值问题的研究成果

较多[１－２]ꎮ
ＡＸＢ＝Ｃ (１)

方程(１)是经典矩阵方程之一ꎬＰｅｎｒｏｓｅ 首次利

用 Ｍｏｏｒｅ －Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆给出了有解的条件和通解表

示[３]ꎮ 此后许多学者根据矩阵 ＡꎬＢꎬＣ 的不同限

制ꎬ虽然获得了不少的研究成果[４－６]ꎬ但方程(１)在
四元数体上讨论爪形矩阵约束解问题较少ꎮ

为叙述方便ꎬ引入一些符号:定义 Ｒｎ×ｎ表示全体

ｎ 阶实矩阵的集合ꎬＣｎ×ｎ表示全体 ｎ 阶复矩阵的集

合ꎬＱｎ×ｎ表示全体 ｎ 阶四元数矩阵的集合ꎬＡ
－
、ＡＴ、Ａ∗

分别表示矩阵 Ａ 的共轭、转置、共轭转置ꎬｖｅｃ(Ａ)表

示矩阵 Ａ 的列拉直向量ꎬＡ＋ 表示矩阵 Ａ 的 Ｍｏｏｒｅ－

Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆ꎬ‖Ａ‖ ＝ (ＡꎬＡ) 表示矩阵 Ａ 的

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范 数ꎬ Ａ 􀱋 Ｂ 表 示 矩 阵 Ａ 和 Ｂ 的

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积ꎮ
设 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｎ是已知矩阵ꎬＸ∈Ｑｎ×ｎ是未知

矩阵ꎬ本文旨在四元数体上讨论矩阵方程(１)的爪

形矩阵解及最佳逼近问题ꎮ
定义 １:具有如式 ( ２) 形式的矩阵称为爪形

矩阵ꎮ

Ａ＝

ａ１ ｃ１ ｃ２ 􀆺 ｃｎ－１
ｂ１ ａ２ ０ 􀆺 ０
ｂ２ ０ 􀆺 􀆺 ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ａｎ－１ ０
ｂｎ－１ ０ 􀆺 ０ ａｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

(２)

若 Ａ∈Ｑｎ×ｎꎬ称 Ａ 为四元数爪形矩阵ꎬ用 ＡＱｎ×ｎ
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表示 ｎ 阶四元数爪形矩阵的全体ꎬ若 ａｉ∈Ｒꎬｂｉ、ｃｉ∈
Ｑꎬ且 ｂ∗ ＝ ｃꎬ则称 Ａ 为四元数自共轭爪形矩阵ꎬ全体

四元数自共轭爪形矩阵用 ＳＡＱｎ×ｎ表示ꎮ
任意一个爪形矩阵都可由其第一行、第一列及

主对角线的 ３ｎ－２ 个元素唯一确定ꎬ对式(２)中的矩

阵 Ａꎬ令:
α(Ａ)＝ (ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬ

ｂｎ－１ꎬｃ１ꎬｃ２ꎬ􀆺ꎬｃｎ－１) Ｔ (３)

Ｈ＝

ｅ１ ０ 􀆺 ０
０ ｅ２ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ｅｎ

ｅ２ 􀆺 ｅｎ
０ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ ０ ０

０ 􀆺 ０
ｅ１ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ 􀆺 ｅ１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

∈Ｒｎ２×(３ｎ－２) (４)
其中ꎬｅｉ 为第 ｉ 个分量为 １ꎬ其余分量都为零的 ｎ 维

单位向量ꎬ容易验证 Ｈ∗Ｈ＝ Ｉ３ｎ－２ꎮ
引理 １　 四元数矩阵 Ａ 是爪形矩阵的充要条件

是 ｖｅｃ(Ａ)＝ Ｈ􀅰α(Ａ)ꎬ即:
Ａ∈ＡＱｎ×ｎ⇔ｖｅｃ(Ａ)＝ Ｈ􀅰α(Ａ) (５)

其中ꎬα(Ａ)ꎬＨ 如式(３)(４)所示ꎮ

引理 ２[７－８] 　 已知 ＭꎬＮ∈Ｑｎ×ｎꎬ则方程 ＭＸ ＝ Ｎ
有解⇔ＭＭ＋Ｘ＝Ｎꎬ且有解时的通解及无解时的最小

二乘解表达式皆可表示为 Ｘ ＝Ｍ＋Ｎ＋( Ｉ－Ｍ＋Ａ)Ｙꎬ其
中 Ｙ∈Ｑｎ×ｎ是任意的矩阵ꎮ

问题Ⅰ　 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｎ是已知矩阵ꎬ求爪形(自
共轭爪形)矩阵 Ｘ∈Ｑｎ×ｎꎬ使 ＡＸＢ＝Ｃꎮ

问题Ⅱ　 设 ＳＥ≠∅是问题Ⅰ的解集ꎬ给定 Ｘ　

〔

∈ＡＱｎ×ｎꎬ求 Ｘ＾ ∈ＳＥꎬ使得‖Ｘ＾ － Ｘ　

〔

‖＝ｍｉｎ
ｘ∈ＳＥ

‖Ｘ－ Ｘ　

〔

‖

成立ꎮ

１ 问题Ⅰ的解

设 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｎꎬ对 ＡꎬＢꎬＣ 分别进行实分解:
Ａ＝Ａ０＋Ａ１ ｉ＋Ａ２ ｊ＋Ａ３ｋꎬＢ＝Ｂ０＋Ｂ１ ｉ＋Ｂ２ ｊ＋Ｂ３ｋꎬＣ ＝Ｃ０＋Ｃ１ ｉ
＋Ｃ２ ｊ＋Ｃ３ｋꎬ其中 ＡｉꎬＢ ｉꎬＣ ｉ∈Ｒｎ×ｎ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)ꎬ若 Ｘ＝
Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋꎬ其中 Ｘ ｉ∈Ｒｎ×ｎ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)均为爪

形实矩阵ꎬ代入式(１)可得:
(Ａ０＋Ａ１ ｉ＋Ａ２ ｊ＋Ａ３ｋ)(Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ)(Ｂ０＋Ｂ１ ｉ＋

Ｂ２ ｊ＋Ｂ３ｋ)＝ (Ｃ０＋Ｃ１ ｉ＋Ｃ２ ｊ＋Ｃ３ｋ) (６)
由式(６)可得式(１)的等价式:

Ａ０Ｘ０Ｂ０－Ａ１Ｘ０Ｂ１－Ａ２Ｘ０Ｂ２－Ａ３Ｘ０Ｂ３－Ａ１Ｘ１Ｂ０－Ａ０Ｘ１Ｂ１＋Ａ３Ｘ１Ｂ２＋Ａ２Ｘ１Ｂ３－
Ａ２Ｘ２Ｂ０＋Ａ３Ｘ２Ｂ１－Ａ０Ｘ２Ｂ２－Ａ１Ｘ２Ｂ３－Ａ３Ｘ３Ｂ０－Ａ２Ｘ３Ｂ１＋Ａ１Ｘ３Ｂ２－Ａ０Ｘ３Ｂ３ ＝Ｃ０

Ａ０Ｘ０Ｂ１＋Ａ１Ｘ０Ｂ０＋Ａ２Ｘ０Ｂ３－Ａ３Ｘ０Ｂ２－Ａ１Ｘ１Ｂ１＋Ａ０Ｘ１Ｂ０＋Ａ３Ｘ１Ｂ３＋Ａ２Ｘ１Ｂ２－
Ａ２Ｘ２Ｂ１－Ａ３Ｘ２Ｂ０＋Ａ０Ｘ２Ｂ３－Ａ１Ｘ２Ｂ２－Ａ３Ｘ３Ｂ１＋Ａ２Ｘ３Ｂ０－Ａ１Ｘ３Ｂ３－Ａ０Ｘ３Ｂ２ ＝Ｃ１

Ａ０Ｘ０Ｂ２－Ａ１Ｘ０Ｂ３＋Ａ２Ｘ０Ｂ０＋Ａ３Ｘ０Ｂ１－Ａ１Ｘ１Ｂ２－Ａ０Ｘ１Ｂ３＋Ａ３Ｘ１Ｂ０－Ａ２Ｘ１Ｂ１－
Ａ２Ｘ２Ｂ２＋Ａ３Ｘ２Ｂ３＋Ａ０Ｘ２Ｂ０＋Ａ１Ｘ２Ｂ１－Ａ３Ｘ３Ｂ２－Ａ２Ｘ３Ｂ３－Ａ１Ｘ３Ｂ０＋Ａ０Ｘ３Ｂ１ ＝Ｃ２

Ａ０Ｘ０Ｂ３＋Ａ１Ｘ０Ｂ２－Ａ２Ｘ０Ｂ１＋Ａ３Ｘ０Ｂ０－Ａ１Ｘ１Ｂ３＋Ａ０Ｘ１Ｂ２－Ａ３Ｘ１Ｂ１－Ａ２Ｘ１Ｂ０－
Ａ２Ｘ２Ｂ３－Ａ３Ｘ２Ｂ２－Ａ０Ｘ２Ｂ１＋Ａ１Ｘ２Ｂ０－Ａ３Ｘ３Ｂ３＋Ａ２Ｘ３Ｂ２＋Ａ１Ｘ３Ｂ１＋Ａ０Ｘ３Ｂ０ ＝Ｃ３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(７)

记:

Ｔ＝

ＢＴ
０􀱋Ａ０－ＢＴ

１􀱋Ａ１－ＢＴ
２􀱋Ａ２－ＢＴ

３􀱋Ａ３ －ＢＴ
０􀱋Ａ１－ＢＴ

１􀱋Ａ０＋ＢＴ
２􀱋Ａ３＋ＢＴ

３􀱋Ａ２

ＢＴ
１􀱋Ａ０＋ＢＴ

０􀱋Ａ１＋ＢＴ
３􀱋Ａ２－ＢＴ

２􀱋Ａ３ －ＢＴ
１􀱋Ａ１＋ＢＴ

０􀱋Ａ０＋ＢＴ
３􀱋Ａ３＋ＢＴ

２􀱋Ａ２

ＢＴ
２􀱋Ａ０－ＢＴ

３􀱋Ａ１＋ＢＴ
０􀱋Ａ２＋ＢＴ

１􀱋Ａ３ －ＢＴ
２􀱋Ａ１－ＢＴ

３􀱋Ａ０＋ＢＴ
０􀱋Ａ３－ＢＴ

１􀱋Ａ２

ＢＴ
３􀱋Ａ０＋ＢＴ

２􀱋Ａ１－ＢＴ
１􀱋Ａ２＋ＢＴ

０􀱋Ａ３ －ＢＴ
３􀱋Ａ１＋ＢＴ

２􀱋Ａ０－ＢＴ
１􀱋Ａ３－ＢＴ

０􀱋Ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

　

－ＢＴ
０􀱋Ａ２＋ＢＴ

１􀱋Ａ３－ＢＴ
２􀱋Ａ０－ＢＴ

３􀱋Ａ１ －ＢＴ
０􀱋Ａ３－ＢＴ

１􀱋Ａ２＋ＢＴ
２􀱋Ａ１－ＢＴ

３􀱋Ａ０

－ＢＴ
１􀱋Ａ２－ＢＴ

０􀱋Ａ３＋ＢＴ
３􀱋Ａ０－ＢＴ

２􀱋Ａ１ －ＢＴ
１􀱋Ａ３＋ＢＴ

０􀱋Ａ２－ＢＴ
３􀱋Ａ１－ＢＴ

２􀱋Ａ０

－ＢＴ
２􀱋Ａ２＋ＢＴ

３􀱋Ａ３＋ＢＴ
０􀱋Ａ０＋ＢＴ

１􀱋Ａ１ －ＢＴ
２􀱋Ａ３－ＢＴ

３􀱋Ａ２－ＢＴ
０􀱋Ａ１＋ＢＴ

１􀱋Ａ０

－ＢＴ
３􀱋Ａ２－ＢＴ

２􀱋Ａ３－ＢＴ
１􀱋Ａ０＋ＢＴ

０􀱋Ａ１ －ＢＴ
３􀱋Ａ３＋ＢＴ

２􀱋Ａ２＋ＢＴ
１􀱋Ａ１＋ＢＴ

０􀱋Ａ０

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

(８)

Ｔ　

〔

＝Ｔ

Ｈ
Ｈ

Ｈ
Ｈ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬｖ＝

α(Ｘ０)
α(Ｘ１)
α(Ｘ２)
α(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬＳ＝

ｖｅｃ(Ｃ０)
ｖｅｃ(Ｃ１)
ｖｅｃ(Ｃ２)
ｖｅｃ(Ｃ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(９)

􀅰９５􀅰
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　 　 由于 Ｘ ｉ∈Ｒｎ×ｎ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)是爪形矩阵ꎬ根据引

理 １ 得:
ｖｅｃ(Ｘ ｉ)＝ Ｈ􀅰α(Ｘ ｉ)( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３) (１０)

其中 α(Ａ)ꎬＨ 如式(３)(４)所示ꎮ 另(１０)展开得:
ｖｅｃ(Ｘ０)
ｖｅｃ(Ｘ１)
ｖｅｃ(Ｘ２)
ｖｅｃ(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

Ｈ
Ｈ

Ｈ
Ｈ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

α(Ｘ０)
α(Ｘ１)
α(Ｘ２)
α(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

所以式(７)可以等价表示为:
Ｔ　

〔

ｖ＝Ｓ (１１)
其中 ｖ∈Ｒ(１２ｎ－８)×１ꎮ

定理 １　 给定矩阵 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｎꎬ式(１)有四元

数爪形矩阵解的充要条件是 Ｔ　

〔

Ｔ　

〔

＋Ｓ＝Ｓꎬ有解时ꎬ其
通解表达式为:

Ｘ＝Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ (１２)
其中ꎬｖ＝ Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)ＹꎬＹ∈Ｒ(１２ｎ－８)×１ꎬＹ 为任意

矩阵ꎻα(Ｘ ｉ)∈Ｒ(３ｎ－２)×１ꎬｖｅｃ(Ｘ ｉ) ＝ Ｈ􀅰α(Ｘ ｉ) ( ｉ ＝ ０ꎬ
１ꎬ２ꎬ３)ꎻ Ｔ　

〔

∈Ｒ４ｎ２×(１２ｎ－８)ꎬＳ∈Ｒ４ｎ２×１ꎬ而 α(Ｘ ｉ)分别取

自列向量 ｖ 的 １ ~ (３ｎ－２)行ꎬ(３ｎ－１) ~ (６ｎ－４)行ꎬ
(６ｎ－３) ~ (９ｎ－６)行及(９ｎ－５) ~ (１２ｎ－８)行ꎮ

证明　 由引理 ２ 和方程(１)和(１１)的等价性

知ꎬ方程(１)有解的充要条件为方程(１１)有解ꎬ即
Ｔ　

〔

Ｔ　

〔

＋Ｓ＝Ｓ 成立ꎬ方程(１１)有解时的通解表达式为 ｖ
＝ Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　
〔

＋ Ｔ　
〔

)ＹꎬＹ∈Ｒ(１２ｎ－８)×１ꎬ且由式(９)可知

α(Ｘ ｉ)( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)是分别取自 ｖ 的 １ ~ (３ｎ－２)ꎬ
(３ｎ－１) ~ (６ｎ－４)ꎬ(６ｎ－３) ~ (９ｎ－６)和(９ｎ－５) ~
(１２ｎ－８)行元素构成的 ３ｎ－２ 维列向量ꎮ 又由于 ｖｅｃ
(Ｘ ｉ ) ＝ Ｈ 􀅰 α ( Ｘ ｉ )ꎬ 根 据 逆 拉 直 运 算ꎬ 知 Ｘ

＝ ∑
３

ｉ ＝ ０
ｖｅｃ －１(Ｈ􀅰α(Ｘ ｉ))＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｉ ＋ Ｘ２ ｊ ＋ Ｘ３ｋ ꎬ证毕ꎮ

对于问题Ⅰ的爪形自共轭解ꎬ给出实对称爪形

矩阵和实反对称爪形矩阵形式ꎬ记:
α１(Ａ)＝ (ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ－１) Ｔ∈Ｒ２ｎ－１ꎬ

α２(Ａ)＝ (ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ－１) Ｔ∈Ｒｎ－１ (１３)

Ｈ１ ＝

ｅ１ ０ 􀆺 ０ ｅ２ 􀆺 ｅｎ
０ ｅ２ 􀆺 ０ ｅ１ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 ｅｎ ０ 􀆺 ｅ１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

∈Ｒｎ２×(２ｎ－１)ꎬ

Ｈ２ ＝

ｅ２ 􀆺 ｅｎ
－ｅ１ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
０ 􀆺 －ｅ１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

∈Ｒｎ２×(ｎ－１) (１４)

其中 ｅｉ 与式(４)同ꎬ计算得 Ｈ１
∗Ｈ１ ＝ｄｉａｇ( Ｉｎꎬ２Ｉｎ－１)ꎬ

Ｈ２
∗Ｈ２ ＝ .２Ｉｎ－１ꎮ
引理 ３　 设 ＳＡＲｎ×ｎ、ＡＡＲｎ×ｎ分别为全体爪形实对

称矩阵和全体爪形实反对称矩阵的集合ꎬ则有 Ａ∈
ＳＡＲｎ×ｎ⇔ｖｅｃ(Ａ)＝ Ｈ１􀅰α１(Ａ)、Ａ∈ＡＡＲｎ×ｎ⇔ｖｅｃ(Ａ)＝
Ｈ２􀅰α２(Ａ)ꎬ其中 Ｈ２ꎬα１(Ａ)ꎬＨ２ꎬα２(Ａ)如公式(１３)
(１４)所示ꎮ

对四元数矩阵 Ｘ 进行实分解:Ｘ ＝Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋
Ｘ３ｋꎬ 若 Ｘ ∈ ＳＡＱｎ×ｎꎬ 则 Ｘ∗ ＝ Ｘꎬ 而

(Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ)∗ ＝ＸＴ
０－ＸＴ

１ ｉ－ＸＴ
２ ｊ－ＸＴ

３ｋꎬ因此 Ｘ０ 是

ｎ 阶实对称爪形矩阵ꎬＸｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)是 ｎ 阶实反对称

爪形矩阵ꎬ由引理 １ 和引理 ３ 可得:
ｖｅｃ(Ｘ０)＝ Ｈ１􀅰α１(Ｘ０)ꎬｖｅｃ(Ｘ ｉ)＝

Ｈ２􀅰α２(Ｘ ｉ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３) (１５)
即:

ｖｅｃ(Ｘ０)
ｖｅｃ(Ｘ１)
ｖｅｃ(Ｘ２)
ｖｅｃ(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

Ｈ１

Ｈ２

Ｈ２

Ｈ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

α１(Ｘ０)
α２(Ｘ１)
α２(Ｘ２)
α２(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(１６)

记:

Ｔ
~
＝Ｔ

Ｈ１

Ｈ２

Ｈ２

Ｈ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬｖ~＝

α１(Ｘ０)
α２(Ｘ１)
α２(Ｘ２)
α２(Ｘ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬＳ
~
＝

ｖｅｃ(Ｃ０)
ｖｅｃ(Ｃ１)
ｖｅｃ(Ｃ２)
ｖｅｃ(Ｃ３)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(１７)

于是ꎬ方程(１)的等价方程(７)可表示成

Ｔ
~
ｖ
~
＝Ｓ

~
(１８)

其中ꎬ ｖ
~
∈ Ｒ(５ｎ－４)×１ꎬ Ｔ

~
∈ Ｒ４ｎ２×(５ｎ－４)ꎬ Ｓ

~
∈ Ｒ４ｎ２×１ꎬ由式

(１５) ~ (１８)有如下结论:
定理 ２　 给定矩阵 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｎꎬ方程(１)有四

元数爪形自共轭矩阵解的充要条件是 Ｔ
~
Ｔ
~ ＋
Ｓ
~
＝ Ｓ

~
ꎬ有解

时ꎬ其通解表达式为

Ｘ
~
＝Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ (１９)

其中ꎬｖ
~
＝ Ｔ

~ ＋
Ｓ
~
＋( Ｉ－ Ｔ

~ ＋
Ｔ
~
) ＺꎬＺ∈Ｒ(５ｎ－４)×１ꎬＺ 为任意矩

阵ꎻｖｅｃ(Ｘ０)＝ Ｈ１􀅰α１(Ｘ０)ꎬｖｅｃ(Ｘ ｉ)＝ Ｈ２􀅰α２(Ｘ ｉ) ( ｉ
＝ １ꎬ２ꎬ３)ꎬ且 α１(Ｘ０)是取自 ｖ 的 １ ~ (２ｎ－１)行元素

构成的 ２ｎ－１ 维列向量ꎬ而 α２(Ｘ ｉ)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)是 ｎ－１
维列向量ꎬ元素分别对应于 ｖ 的(２ｎ) ~ (３ｎ－２)行ꎬ
(３ｎ－１) ~ (４ｎ－３)行和(４ｎ－２) ~ (５ｎ－４)行ꎮ

证明　 由引理 ２、３ 和式(１８)知ꎬ方程(１)存在

四元数爪形自共轭矩阵解⇔Ｔ
~
Ｔ
~ ＋
Ｓ
~
＝ Ｓ

~
ꎬ通解表达式为

ｖ
~
＝ Ｔ

~ ＋
Ｓ
~
＋( Ｉ－ Ｔ

~ ＋
Ｔ
~
) ＺꎬＺ∈Ｒ(５ｎ－４)×１ 为任意矩阵ꎮ 由式

(１７)知 α１(Ｘ０)是取自 ｖ
~
的 １~ (２ｎ－１)行ꎬ而 α２(Ｘ ｉ)

􀅰０６􀅰
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( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)元素是分别取自 ｖ
~
的(２ｎ) ~ (３ｎ－２)行、

(３ｎ－１) ~ (４ｎ－３)行及(４ｎ－２) ~ (５ｎ－４)ꎮ 再由矩阵

拉直运算 ｖｅｃ(Ｘ ｉ)的逆运算ꎬ得方程(１)存在四元数

爪形自共轭矩阵解式(１９)成立ꎬ证毕ꎮ

２ 问题Ⅱ的解

设问题Ⅰ的解集为 ＳＥ ≠∅ꎬ给定矩阵 Ｍ∈
ＡＱｎ×ｎꎬ对四元数矩阵 Ｍ 进行实分解 Ｍ ＝Ｍ０ ＋Ｍ１ ｉ＋
Ｍ２ ｊ＋Ｍ３ｋꎬＭｉ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)是爪形实矩阵ꎬ令

ｖＭ ＝(α(Ｍ０)ꎬα(Ｍ１)ꎬα(Ｍ２)ꎬα(Ｍ３)) Ｔ

∈Ｒ(１２ｎ－８)×１ (２０)
定理 ３　 给定 Ｍ∈ＡＱｎ×ｎ是已知四元数爪形矩

阵ꎬ则存在Ｘ＾ ｎ×ｎ∈ＳＥꎬ使得对任意 Ｘ∈ＳＥꎬ有‖Ｘ＾ －Ｍ‖
＝ｍｉｎ

Ｘ∈ＳＥ
‖Ｘ－Ｍ‖成立ꎬ且 Ｘ＾ 的表达式为

Ｘ＾ ＝Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ (２１)
其中ꎬｖ＾ ＝ Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

) ( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

) ＋( ｖＭ － Ｔ　
〔

＋Ｓ)ꎬ
ｖｅｃ( Ｘ ｉ ) ＝ Ｈ􀅰 α ( Ｘ ｉ ) ( ｉ ＝ ０ꎬ １ꎬ ２ꎬ ３)ꎬ α ( Ｘ ｉ ) ∈
Ｒ(３ｎ－２)×１ꎬα(Ｘ ｉ)元素分别取自 ｖ＾ 的 １ ~ (３ｎ－２)行、
(３ｎ－１) ~ (６ｎ－４)行、(６ｎ－３) ~ (９ｎ－６)行和(９ｎ－５)
~ (１２ｎ－８)ꎮ

证明　 由式(４)易知 Ｈ 是列正交矩阵ꎬ且 Ｈ∗Ｈ
＝ Ｉ３ｎ－２ꎬ再根据定理 １ꎬ当 Ｘ∈ＳＥ 时ꎬ有:

‖Ｘ－Ｍ‖２ ＝∑
３

ｉ＝０
‖Ｘ ｉ－Ｍｉ‖２ ＝

∑
３

ｉ＝０
‖ｖｅｃ(Ｘ ｉ)－ｖｅｃ(Ｍｉ)‖２ ＝

∑
３

ｉ＝０
‖Ｈ􀅰α(Ｘ ｉ)－Ｈ􀅰α(Ｍｉ)‖２ ＝

∑
３

ｉ＝０
‖α(Ｘ ｉ)－α(Ｍｉ)‖２ ＝‖ｖ－ｖＭ‖２ ＝

‖ Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)Ｙ－ｖＭ‖２ꎬ
所以

‖Ｘ－Ｍ‖＝ｍｉｎ⇔‖(Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)Ｙ－(ｖＭ－ Ｔ　

〔

＋Ｓ)‖＝ｍｉｎ
(２２)

式(２２)右端‖(Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)Ｙ－(ｖＭ－ Ｔ　

〔

＋Ｓ)‖＝ｍｉｎꎬ
根据引理 ２ 知 Ｙ 存在最小二乘解 Ｙ　

〔

＝ ( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

＋)
(ｖＭ－ Ｔ　

〔

＋Ｓ)ꎬ故
ｖ＾ ＝ Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)Ｙ＝
　 Ｔ　

〔

＋Ｓ＋( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

)( Ｉ－ Ｔ　

〔

＋ Ｔ　

〔

) ＋(ｖＭ－ Ｔ　

〔

＋Ｓ) (２３)
α(Ｘ ｉ)( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)分别取自 ｖ＾ 的 １ ~ (３ｎ－２)

行ꎬ(３ｎ－１) ~ (６ｎ－４)行ꎬ(６ｎ－３) ~ (９ｎ－６)行和(９ｎ
－５) ~ (１２ｎ－８)行元素构成 ３ｎ－２ 维列向量ꎬ记:

Ｘ＾ ＝Ｘ０＋Ｘ１ ｉ＋Ｘ２ ｊ＋Ｘ３ｋ
其中ꎬＸ ｉ ＝ｖｅｃ－１(Ｈ􀅰α(Ｘ ｉ))( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３)ꎬｖｅｃ－１表

式矩阵拉直运算的逆运算ꎬ即存在 Ｘ＾ ∈ＳＥꎬ使‖Ｘ＾ －Ｍ
‖＝ｍｉｎ 成立ꎬ且其解由式(２１)表示ꎬ证毕ꎮ

３ 数值例算

例 １　 设给定四元数矩阵 ＡꎬＢꎬＣ 分别为

Ａ＝

１ ｉ ０ ０
０ １ ｊ ０
０ ０ １ ｋ
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＢ＝

１ ０ ０ ０
ｉ １ ０ ０
０ ｊ １ ０
０ ０ ｋ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ｃ＝

２ｉ－２ｊ ｉ＋ｊ－ｋ １＋２ｊ－ｋ １－ｉ
２＋ｉ＋ｊ＋ｋ －１ ２ｊ ０
１＋ｋ ２ｊ －１ ３ｋ
１＋ｉ ０ ３ｋ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

讨论方程(１)的自共轭爪形矩阵解ꎮ
解　 对四元数矩阵 ＡꎬＢꎬＣ 分别进行实分解:

Ａ０ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＡ１ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＡ３ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎻ

Ｂ０ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＢ１ ＝

０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ｂ２ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＢ３ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎻ

Ｃ０＝

０ ０ １ １
２ －１ ０ ０
１ ０ －１ ０
１ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＣ１＝

２ １ ０ －１
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ｃ２＝

－２ １ ２ ０
１ ０ ２ ０
０ ２ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬＣ３＝

０ －１ －１ ０
１ ０ ０ ０
１ ０ ０ ３
０ ０ ３ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

根据式(１７)可计算出实矩阵 Ｔ
~
及实列向量 Ｓ

~
ꎬ

进而计算 Ｔ
~
Ｔ
~

＋Ｓ
~
＝Ｓ

~
ꎬ且 Ｔ

~
Ｔ
~

＋ ＝ Ｉꎬ再根据定理 ２ 可求得

方程(１)存在唯一四元数爪形自共轭矩阵解 Ｘ
~
ꎬ再

由定理 ２ 的公式(１９)可求得:
(下转第 ９９ 页)
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本文提出了矩阵方程 ＡＸＢ＝Ｃ 的四元数爪形自

共轭解问题的解决方法ꎬ定义了爪形矩阵和自共轭

爪形矩阵新的表达方式ꎮ 由于四元数乘法具有不

可交换性ꎬ本文引入矩阵的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积及四元数矩

阵实分解ꎬ将四元数方程转化成无约束的矩阵方

程ꎬ有效地解决了该问题ꎮ 在此基础上ꎬ进一步求

得方程具有四元数爪形自共轭解的充要条件和通

解表达式ꎬ在方程有解的情况下ꎬ设解集为 ＳＥ≠∅ꎬ
利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数乘积的特点ꎬ得到在解集 ＳＥ 内

的最佳逼近解ꎮ
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