
0 引言

关于微分方程的边值问题的研究，最早可以追

溯到微积分创立的初期，悬链线问题和最速降线问

题就是典型的例子。伴随着泛函理论的兴起，泛函

分析方法逐渐成为了研究边值问题的重要手段和

工具。近半个世纪来，微分方程的边值问题引起了

很多人的关注，也得到了很多结论[1-8]，有了非常快

速的发展。其研究领域也从二阶逐步扩展到了三

阶，甚至n阶。相关理论更是广泛的应用于电学、非

牛顿流体理论、材料学、生态学等各个领域，对很多

领域的发展提供了理论支持。

例如，文献[2]通过构建一个极大值原理，并结

合上下解理论，得出了式（1）。

解的存在性,对三阶边值问题（BVP）的研究有

重要的推动意义。

文献[6]是在 f(t,x,y,z)对 x,y,z满足超线性增长条

件下,结合不动点理论,给出了方程式（2）。

解的存在性，文献[7]则是用类似的证明方法，

将文献[6]的结果推广至 n阶情形，但二者均未给出

在这些条件下解的唯一性结果。

本文在文献[7]的基础上，增加了 f(t,x0,x1,…,xn-1)

关于 x0,x1,…,xn-1的 lipschitz条件，讨论了如式（3）方

程解的唯一性。
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其中 f:[0,1]×Rn→R为连续函数，并将这一结果应用

在三阶情形，完善了文献[6-7]的研究工作。

1 准备工作

为方便表述,作如下符号说明：令 I＝[0,1]，记C

（I）为定义在 I上的Banach空间，其上的范数为||u||c=

。Cn（I）(n=0,1,2,...)为定义在 I 上的全体 n

阶连续可微函数构成的Banach空间,其上的范数为

。L2(I)为定义在 I 上

的全体Lebesgue平方可积函数构成的Hilbert空间,

其上内积为

，内积范数为

引理1[7] 对∀h∈L2(I)，线性边值问题LBVP

（4）

有唯一解u:=Sh∈Hn(I)，且解算子S:L2(I)→Hn(I)为有

界线性算子。当h∈C(I)时，解u:=Sh∈Cn(I)，且解算

子S:C(I)→Cn－1(I)为线性全连续算子。

在上述引理中，

Hn(I)＝{u|u∈C(n-1) (I),u(n-1) 在 I 上绝对连续，且

un∈L2(I)}构成Hilbert空间，其上定义内积 ，

内积范数为 。

引理 2[7] 对∀h∈L2(I)，线性边值问题（2）的解 u

满足

其中 i=0,1,2,...,n-2。

2 主要结果

定理1 若BVP（3）中 f满足：

（H1）存在常数a0,a1,...,an-1≥0，C0＞0，使得

，且

f(t,x0,x1,…,xn-1)xn-2≤a0x0
2+a1x1

2+…+an-1x2
n-1+C0，

（H2）对∀M＞0，∃gM∈C+(R),有

使得| f(t,x0,x1,…,xn-1)|≤gM(|xn-1|),(t,x0,x1,…,xn-1)∈

[0,1]×[－M,M]n-1×R，

（H3）存在常数a- 0,a
-

1,...a
-

n-1,使得 ，且

则BVP（3）有唯一解。

证明：BVP（3）解的存在性证明见文献[7]中定

理1,本文仅证明解的唯一性。

令u=u2－u1，其中u1，u2∈Cn(I)为BVP（2）的两个

解,根据方程（3）有

－ u(n) (t) =－ u2
(n) (t) + u1

(n) (t) =f(t,u2,u2',...,u2
(n-1)) － f(t,u1,

u1',...,u1
(n-1)) （5）

将上式定义为 h(t)。由引理 1 知，u∈Hn(I)为 h

(t)相应的LBVP（4）的解。

根据范数||u||2的定义,再运用柯西不等式,可得

不等式 (6)。

(6)

对不等式右侧式子运用分部积分公式,有

。

接下来,对（5）式先平方后积分,再运用（H3）和

引理2，有

因此，必有 。根据（H3）

可知 ，有 ，于是可得u(n-1)≡0。

由

知u≡0，即u1=u2 。因此BVP（3）有唯一解。

证毕。

三阶常微分方程的边值问题在三层梁、核物理

学、弹性梁的扰动等领域都有着重要的应用。在定

理 1中，取 n=3，则得到关于完全三阶边值问题解的

唯一性推论。

推论1 若BVP（2）中 f满足如下三个条件：

（H4）存在常数a,b,c≥0，C0＞0

使得 ，且

f(t,x,y,z)y≤ax2＋by2+cz2+C0，

（H5）对∀M＞0，∃gM∈C+(R),有

，

。

。
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使 得 | f(t,x,y,z)|≤gM(|z|)，(t,x,y,z)∈[0,1]×[－M,

M]2×R，

（H6）存在常数a-,b-,c-≥0，使得 ，且

则BVP（1）有唯一解。

3 结语

本文在文献 [6-7]所做工作的基础之上，在

lipschitz 条件成立的前提下，得到了 n 阶 BVP 解的

唯一性结论，并给出了n=3时解的唯一性推论，完善

了文献[6-7]的研究结果。，
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