
0 引言

在文中，若函数的全部求和恒等于 1，称函数

满足单位分解性；把与此性质相关的定理称为函

数的单位分解定理。现在，数学研究的许多问题

主要的并不涉及单个对象，如一个函数、测度或

算子，而是处理一大类型这种对象。在这方面出

现的大多数有价值的类实际上是具有实数域 R

或复数域 C 上的线性空间，由于极限过程在每个

解析问题里 (明显或隐蔽地)起作用，因此，这些

线性空间都可能配备度量,或者至少是拓扑，然

后，从度量和拓扑的角度来考虑线性空间中的相

关问题。

众所周知，在实数域 R 上的 n 维线性空间 X 中

定义一个范数，可以使之成为一个赋范空间、度量

空间和拓扑空间，通常称为赋范线性空间。目前关

于赋范线性空间研究的课题和方向有很多，例如等

距线性延拓问题 [1-3]，一般范数的正交关系 [4-7]等问

题。除此之外,还能够在线性空间中建立一个微分

结构，使之成为一个微分流形。微分流形是一类重

要的拓扑空间，它除了具有通常的拓扑结构外，还

添上了微分结构，现代微分几何的研究是建立在微

分流形框架上的。在微分流形的的观点下，可以认

为古典微分几何中二维欧氏空间R2中的曲线是一

维微分流形，三维欧氏空间R3中的曲线和曲面分别

是二维、三维微分流形。
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在线性空间X中应用微分流形，可以研究线性

空间的某些重要性质.如对于实数域R上n维线性空

间,对于所有m维子空间组成的集合，能够利用矩阵

中的一般线性群GL(m)，建立一个微分流形，称之为

Grassmann 流 形 G(m,n)。 这 样 ，可 以 从 研 究

Grassmann 流形 G(m,n)来间接研究 n 维线性空间 X

的性质。文献[8]在欧氏空间Rn构造了Clifford代数

Cl8的不可约表示空间，文献[9-10]利用示性类及微

分几何的方法证明了定向Grassmann流形G(2,n)的

上同调可以用它上面的典范失众的 Euler 类生

成，给出了线性空间X中侵入定向曲面的Gauss映

射g:X→G(2,n)在同调群上的表达式，等等。

目前，已经有许多国内外专家和学者 [13-16]研究

了定义在闭区间[0,1]上的任意连续函数,可以分解

为两个连续函数之和，且这两个函数的图像的

Hausdorff维数大于等于1，小于等于2。但这些研究

结果只是针对于实数域上的闭区间[0,1]上的连续函

数，换言之，将问题限制在一维线性空间范围之内，

并且使用的方法有一定的局限性，难以推广应用到

二维及二维以上线性空间，甚至更一般的赋范空间

或者拓扑空间。

文中指出实数域R上的n维线性空间X是满足

第二可数公理的 n 维流形 ,应用微分流形指出

在线性空间X中存在满足单位分解的一簇光滑函

数 ，给出了一个关于函数的

单位分解定理。更进一步，对于二维线性空间 X

上的任意开凸体 A 应用单位分解定理，指出了存

在定义在 A 上三个连续函数 g1，g2 和 g3, 满足

， ，且对任意 a∈(0,1)，存在

xi∈A，使得gi(xi)=a，其中，i=1,2,3。这样将线性空间

与微分流形相结合,为研究线性空间, 甚至赋范空间

和拓扑空间的函数分解一般问题及其相关问题提

出了一种新方法，有助于解决问题。

1 预备知识

现在，介绍微分流形的基本定义和概念，以及

单位分解定理。

定义1.1[11] 设M是一个Hausdorff拓扑空间，若

M的每一点p都有一个开领域 ，使得U和n维欧

氏空间Rn中的一个开集是同胚的，则称M是一个 n

维拓扑流形，简称为n维流形。换言之，所谓n维流

形就是在它的每一点的一个领域内可以建立n维局

部坐标系的Hausdorff拓扑空间。

定义1.2[11] 设M是一个n维拓扑流形，（U，φ）和

（V，y）是它的两个坐标卡。若当 时，φ°y-1，

y°φ-1都是Cr的(其中 r是正整数，或∞，或ω)，则称坐

标卡（U，φ）和（V，y）是Cr相关的。

当 时，我们总是认为（U，φ）和（V，y）对

于任意的 r是Cr相关的。

定 义 1.3[11] 设 M 是 n 维 拓 扑 流 形 ，假 定

是M的坐标卡的一个集合，并满足

以下条件：

(1) 构成流形M的一个开覆盖；

(2) 属于Λ的任意两个坐标卡都是Cr相关的；

(3) Λ是Cr极大的，即：如果假定（U，φ）是M的

一个坐标卡，且（U，φ）与Λ中的每一个成员都是Cr

相关的，则（U，φ）必属于Λ。

此时，我们称坐标卡集Λ为流形M上的一个Cr

微分结构；当 r=∞时，Λ称为M上的一个光滑结构；

当 r=ω时，Λ称为M上的一个解析结构。

定义 1.4[11] 设M是 n维拓扑流形，若在M上指

定了一个Cr微分结构Λ，则称（M，Λ）为一个 n维Cr

微分流形，属于Λ的坐标卡（M，Λ）称为该微分流形

的容许坐标卡。

当 r=∞时，称（M，Λ）为光滑流形；当 r=ω时，称

（M，Λ）为解析流形。

现在，给出光滑流形M上光滑函数及其支撑集

的定义。

定义 1.5[11] 设 是定义在光滑流形M上

的连续函数，若存在M的一个容许坐标卡（M，φ），

使得 x∈U，且 是在点φ（x）处光滑的函

数，则称函数 f在点x处是光滑的。若 f在每一点x∈

U都是光滑的，则称函数 f是流形M上的光滑函数。

定义 1.6[11] 设 是定义在光滑流形 M

上的连续函数，所谓 f的支撑集是指 f取非零值的点

的集合的闭包，记作Supp f，即

，

支撑集 Supp f 的补集是 M 中使 f=0 的最大的开支

集。

称M满足第二可数公理，是指M的拓扑中一个

拓扑基是一个可数簇。

设Σ0是M的子集的一个集合，如果M中每一个

点都有一个邻域，它仅与Σ0中有限多个成员相交，则

称子集簇Σ0是局部有限的。

设Σ1、Σ2 是 M 的两个开覆盖，如果对于Σ2 中

任意一个成员 V，必能在Σ1 中找到一个成员 U，

使 得，则称Σ2 是开覆盖Σ1 的加细。

引理 1.1[11](单位分解定理) 设M是满足第二可

数公理的n维光滑流形， 是M的任意一

个开覆盖，则Σ必有一个可数的、局部有限的加细开
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覆盖 ，以及定义在M上的一簇光滑

函数 ，使得 ，Supp fi

是包含在Vi内的紧致子集，并且 。

光滑函数簇称为从属于Σ的单位分解，也称

为定义在 M 中满足单位分解的光滑函数簇。由

于 ，且 是局部有限的，所以每一

点p∈M必有一个邻域W，使W紧致，因而W只与有

限多个邻域Vi相交，换言之，只有有限多个函数 fi在

点p不为零，故 只是有限多项的和。

2 线性空间中光滑函数的单位分解性

本节构造了线性空间X中拓扑的一个可数拓扑

基，显示了X是满足第二可数公理的光滑流形，利用

单位分解定理引理 1.1建立了一簇光滑函数，函数

值介于 0到 1之间且全部求和恒等于 1的光滑函数

簇，每个函数的支撑集是紧致的,如定理2.1所示。

首先,对于实数域R上n维线性空间X给定一组

基底{η1，η2，…，ηn}，其中，η1，η2，…，ηn∈X，对于任意

x∈X，可唯一表示为

x=x1η1+x2η2+…+xnηn

其中 x1，x2，…，xn∈R。故只要在X中给定一组基底，

对于X中任意一个向量 x与唯一的 n元实数组（x1，

x2，…，xn）一一对应，即是X同构于欧氏空间R2,记为

X≌Rn。全文若无特别说明，总认为n维线性空间X

给定一组基底为{η1，η2，…，ηn}。

规定 X 中的零向量 ，不失一般

性，对于任意x∈X，对应的唯一的n元实数组表示为

（x1，x2，…，xn），故零向量O对应的唯一的n元实数组

表示为（0，0，…，0）。可以在n维线性空间X中定义

一个度量映射

，

即对于任意x，y∈X,令

，

容易验证 p是X的一个度量。事实上，对于任

意x，y，z∈X，有

（1）p（x，y）≥0，当且仅当x=y时取等号。当x=y

时 ，则 有 xi=yi，i=1,2, …,n，则（xi-yi）2＞0，所 以

；当x≠y时，至少存在一个xi≠yi，

i∈{1,2,…,n}，使得（xi-yi）2＞0，故

（2）p（x，y）＝p（y，x）。这是因为

(3)p(x,z)≤p(x,y)+p(y,z)对于任意（u1,u2,…,un）（v1,

v2,…,vn）∈Rn由Schwarz不等式得 ，

进而有

，

变形为

等价于

令ui=xi-yi和vi=yi-zi，所以，

即，p(x,z)≤p(x,y)+p(y,z)。因此，X是以p为度量

的一个度量空间。

在n维线性空间X中，对于任意 x∈X，规定以点

x为中心,半径为a的n-1维超球面 定义为：

和以点x为中心，半径为a的n维开球体 定义为:

其中 a∈R+。根据超球面和开球体的定义可得

下列关系式:

(1)

(2)

(3)

根据度量空间X球形领域的定义可知,开球体

是 x的一个球形邻域，且在度量空间中每一个

球形邻域都是开集[12]，于是有下列引理2.1。

引理 2.1 对于任意x∈X ，a∈R+,开球体

是X中的开集。

对于任意 x,y∈X,且 x≠y，则 p（x，y）＞0。

取 ，有 。因为在 X 中的开球

体是开集，故 ， 分别是点 x,y的邻域，所以X

是一个Hausdorff空间，由X≌Rn得，X是一个 n维拓

扑流形。取 U＝X，对于任意 x∈U，定义映射φ∶

U→Rn，即

易知 是流形X的一个光滑结构，因此（X，

Λ）是一个n维光滑流形。

下面给出一个在实数域R上n维线性空间X中

。

。

，

，

，

，

， 。

， ， 。

， 。

，
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建立的单位分解定理，指出存在一簇光滑函数

，满足 ，如定理2.1所示。

定理 2.1 在n维线性空间X中，设

是X的任意一个开覆盖，则Σ必有一个可数的、局部

有限的加细开覆盖 ，以及定义在X上的

一簇光滑函数

使得 0≤fi≤1，Supp fi是包含在Vi内的紧致子集，并

且 。

证明（1）证明线性空间X是满足第二可数公理

的n维光滑流形。

已知(X,p)是一个度量空间，设Γp为由X中的所

有开集构成的集簇，根据度量空间的开集的性质和

拓扑的定义，得Γp是X的一个拓扑,故（X，Γ）是一个

拓扑空间。

现在考虑用X中部分开球体表示的集簇Φ，表

示为

首先，验证Φ是X中的拓扑Γp的一个基[5]。事实

上，对于X中的每一个点 x和点 x的每一个邻域U，

则存在一个球形邻域B（x,ε），使得B（x,ε） U，其中

ε＞0，任取y∈B（x,ε），使得 ，即是

其中，xi,yi∈R，i=1,2,…,n。根据有理数在实数中是

稠密的,即在任意两实数之间必存在有理数,于是存

在ui∈Q，使得xi＜ui＜yi或者yi＜ui＜xi, 由此有

设 u＝u1β 1＋u2β 2＋…＋unβ n，则 u∈X，于是有

。又根据有理数的性质可得，存在 q∈Q，满足

， 使得 p(x,u)＜q，故 x∈B(u,q)，即是 x 属于以

点u为中心，以点q为半径的球形邻域B(u,q)。

现在说明 。事实上，任意取

z∈ (u,q)，则有 p(u,z) ＜q。在度量空间 X 中，满

足 ，于是

即是 ，故z∈B(x,ε)，所以

因为 ，得 。

易知，点 u 的球形邻域 B(u,q)就是本文定义的

开球体 ，即(u,q)∈Φ，可表示为 。于

是有 ，因此集簇Φ是拓扑空间 X 中的拓

扑Γp的一个基。

然后,又根据有理数集Q和正有理数集Q＋都是

一可数集合,可知

也是一可数集合[12]。所以,集簇Φ是拓扑空间 中的

拓扑Γp的一个可数基，即是拓扑空间X满足第二可

数公理。

已知线性空间X是一个n维光滑流形，因此，线

性空间X是满足第二可数公理的n维光滑流形。

(2) 证明在线性空间X中存在一簇光滑函数,且

求和恒等于1。

设 是X的任意一个开覆盖，由(1)得

是满足第二可数公理的n维光滑流形。由单位分解

定理引理1.1得Σ必有一个可数的、局部有限的加细

开覆盖 ，以及定义在 X 上的

一簇光滑函数

使得 0≤fi≤1，Supp fi 是包含在Vi内的紧致子集，并

且 。

定理证毕。

3 凸体中函数的单位分解性

对于一个实数域R上n维线性空间X的任意紧

子集A，对于任意 x∈A，点 x的球形邻域组成了A的

一个开覆盖,又由A是紧的，则存在有限个球形邻域

组成的开覆盖，设为 B(xi, ε i),i=1,2,…，s，其中 s∈

N+ 。由定理 2.1可知,对于每一个B(xi,εi)，都与局部

有限的开覆盖∑0中有限个成员相交，故存在有限个

定义在X上的上节定理2.1中所描述的光滑函数，使

得这些光滑函数在B(xi,εi)上函数值求和等于 1。故

存在有限个定义在紧子集A上的光滑函数，设为g1,

g2,…,gs∈C∞(A)，满足 和0 ≤gi≤1,其中 s∈N+。

对于有限个满足单位分解的函数,提出一个问

题, 如问题1所示。

问题1: 对于线性空间X中的紧子集A，对于任

意 n∈N+，是否存在 n 个定义在 A 上的连续函数

g1,g2,…,gn∈C(A)，满足 ，0 ≤gi≤1 且对任意

a∈(0,1)，存在xi∈A，使得gi(xi)=a，其中 i=1,2,…,n。

目前，当 n=2 时，可以构造两个连续函数，使问

题1成立。事实上，设h是定义在紧子集A上的任意

有界连续函数，令

构造函数

，

。

，

，使得

， ，

成立。

且Φ

。又
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显然，g1,g2∈C(A)，满足 g1+g2≡1，0≤g1，g2≤1 且对

于任意 a∈(0,1)，存在 xi∈A，使得 gi(xi)=a，其中 i=1,

2。这里，符号A表示集合A的闭包。

但对于 n=3，这种构造方法构造的三个连续函

数，不一定使问题1成立。事实上，对于定义在紧子

集A上的任意有界函数h1,h2 ,令

，其中 i=1,2。构造函数

显然，g1∈C(A)，满足 0≤gi≤1且对于任意 a∈(0,1)，

存在 xi∈A，使得 gi(xi)=a，其中 i=1,2。设 g2=1-g1-g2，

显然 g1+g2+g3≡1，但很难确定，对于任意 a∈(0,1)，

存在xi∈A，使得g3(x)=a。这是因为取

函数

满足g1(x)＋g2(x)＋g3(x)≡1，显然g1(x)，g2(x)在

上的值域为(0,1)，但

线性空间X中凸体的相关定义如下:

对于集合 ，当0≤t≤1时，若

换言之，对于任意 x∈A，y∈A，当 0≤t≤1 时，满

足 tx+(1-t)y∈A，称集合A为凸集。若集合 是内

部非空的紧凸集, 称集合A为凸体。若凸体 是

开集, 称集合A为开凸体。显然了，开凸体A是X的

有界子集。

现在考虑 2 维线性空间 X，由于 X 与平面 R2同

构，故只需证明在平面R2存在 3个连续函数使问题

1成立。为了便于叙述, 取平面R2的一组基底为{η1,

η2}，其中η1＝（1,0），η2＝（0,1）。在平面R2上,对于任

意 ，a∈R2， 是以 a为圆心，以 a为半径的开

圆面。 是以a为圆心，以a为半径的圆，不失一

般性,为了全文符号使用的统一，仍使用此符号表示

平面R2中的开圆面和圆。

对于平面R2,通过构造一种特殊的开覆盖，应用

线性空间X的单位分解定理2.1, 证明了在一个开凸

体A上存在3个连续函数g1,g2,gs∈C(A)，满足g1+g2+

g3≡1，0≤gi≤1 且对任意 a∈(0,1)，存在 xi∈A，使得

gi(xi)=a，其中 i=1,2,3。这样就确定了n=3时，对于平

面R2的开凸体A，问题1成立。然后，利用平面R2中

的任意两开凸体A，B同胚，证明了对于任意开凸体

A，问题1成立。

引理 3.1[12] 对于任意集合A，B R2若A，B是开

凸体,则A与B同胚。

易知，在开凸体 A 与 B 之间,存在的同胚映射

φ（x）是一个光滑映射。

定理3.1 对于平面R2上的任意开凸体A，存在定

义在A上的3个连续函数g1,g2,g3∈C(A)，满足

0≤gi≤1 且对任意 a∈(0,1)，存在 xi∈A，使得 gi(xi)=

a，其中 i=1,2,3。

证明 (1)在平面R2上构造一个开凸体 intΩ满足

定理结论。

现在构造平面R2的一种特殊的可数开覆盖,如

图 3 所示，表示为 。规定符号 intS 表

示集合 的内部,设△ABC 是一个边长为 1 等边

三角形，△ABC的中心为点O，则

取 ， ， ，

，且 ，这里 i≥4，且 i∈N+。定义

和当 i≥5，且 i∈N+时， 。易

知， ，并且对于任意的正整数 i，Ui 都是开

集。事实上,(a) 显然,U1，U2，U3和U4是开集。(b) 当

i≥5，且 i∈N+时, 任取 ，

则 ，取 ，于是有球形邻域

，故由开集定义可得，Ui是开集。

因此， 是平面 R2 的一个可数开

覆盖。又因为对可数开覆盖Σ进行适当收缩,如

文献[1]中第 66 页的单位分解定理证明过程可知,

可以构造一个可数的、局部有限的加细开覆盖

，并且满足 。根据定理 2.1，

更进一步有，存在定义在R2上的一簇光滑函数

，

使得 0≤fi≤1，Supp fi是包含在Vi内的紧致子集，并

且 。

根据 是平面R2的一个可数开覆盖，

， ，

，

，存在

，

。

，

∪

，

。

和

图3 平面R2的一个可数开覆盖
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设区域 ，显然，区域Ω不是一个开集，

也不是一个闭集，曲线段 OM 和 ON，以及直线段

MN 是区域Ω的边界，但点 O，M，N∈Ω。由开覆

盖 的结构可得，

O∈V1，且 ，其中 i∈N+，i≠1，

M∈V3，且 ，其中 i∈N+，i≠3，

N∈V4，且 ，其中 i∈N+，i≠4，

又因为 ，i=1，3,4 所以 f1(O)=1，f3(M)=1

和 f4(N)=1，且

f1(MN)≡0， 和 。

显然，f1在 intΩ上也是光滑函数, 且0≤f1(intΩ≤

1。现在验证对任意a∈(0,1)，存在 x∈A,使得 f1（x）=

a事实上，f1在 intΩ上的函数值不恒等于 0或 1。根

据 f1 在 intΩ上是光滑函数，知 f1 在 intΩ上也是连

续函数，若 f1(intΩ)≡0 时，则对任意 x∈ intΩ，有

，这与 f1(O) ＝1 相矛盾；若 f1(intΩ) ≡1

时，在直线 MN 任取一点 W，则 f1(W)≡0,又因为,对

任意 x∈ intΩ，有 ，这与 f1(W)＝0 相矛盾。

于是，对任意 a∈(0,1)，必存在 x∈A，使得 f1(x)=a,否

则，f1在 intΩ上不是连续函数。

同理，f3，f4 在 intΩ上也是光滑函数，0≤f3（int

Ω），f4（intΩ）≤1且对任意 a∈(0,1)，存在α，β∈A，使

得 f3(α)=f4(β)=a 。

由开覆盖 的结构，易知，intΩ∩Vi≠

φ，其中 i=1,3,4，但若 i∈N + 且 i≠1,3,4，有 int Ω

∩Vi≠φ和 fi(intΩ)≡0。所以,

在 intΩ上定义新函数

则g1,g2,…,gs∈C∞(intΩ)，满足

0≤gi≤1，且对任意a∈(0,1)，存在xi∈A，使得g1(xi)=a，

其中 i=1,2,3。

由开凸体的定义得，intΩ是一个开凸体。综上

所述，对于开凸体 intΩ，定理结论成立。

(2)证明在平面R2上任意开凸体A满足定理结

论。

由引理 3.1可得，在开凸体A与 intΩ同胚,即存

在同胚映射 y=φ(x)∶A→intΩ，则映射φ是一个连续

映射.在开凸体A上定义函数

易知， 。根据复合复数

的连续性可得，y=Gi(x)=gi(φ(x))是一个连续函数，即

Gi∈C（A）。现在验证对 i=1,2,3，0≤Gi（x）≤1 且对

任意 a∈(0,1)，存在 a∈A，使得 Gi(a)=a，事实上，对

x∈A于是有φ(x)∈intΩ，则 0≤gi(φ(x))≤1，所以 0≤

Gi（x）≤1；又因为对任意 a∈(0,1)，存在β∈intΩ，使

得gi(a)=a，根据开凸体A与 intΩ同胚得，存在a∈A ,

使得使得φ(α)＝β，于是有Gi(a)=gi(φ(a))=a。

在开凸体A上定义新函数gi∈Gi，i=1,2,3。综上所

述，存在定义在开凸体A上的连续函数 g1,g2,g3∈C(A)，

满足 ，0≤gi≤1 且对任意 a∈(0,1)，存在 xi∈

A，使得gi(xi)=a，其中 i=1,2,3。

定理证毕。
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期沉降观测的累积沉降量预测值为 3.34 mm，第十

期为3.53 mm。

3.3 性能检验

还原值即为DGM（1,1）模型模拟各期沉降观测

的累积沉降量，性能检验参数结果见表 2。不难发

现，各期沉降观测累积沉降量模拟值误差均较小，且

越到后期精度越高。平均相对模拟误差满足精度等

级二级要求。预测结果较好，有较强的适用性。

4 结语

变形预测建模方法种类较多，各有特点。针对

高层建筑物沉降观测序列“小样本，信息量少”的特

点，灰色理论能充分挖掘观测数据的信息，寻找其

变化的客观规律，在此基础上实现对后期施工或使

用过程中沉降变化的预测。另外，灰色理论具有建

模简单、运算量小、操作简单等有点。从根本上讲，

GM（1,1）模型是指数函数模型，要求模拟和预测的

序列近似呈指数规律变化。但建筑物的沉降受地

质、结构形式和外界环境等因素的影响致使GM（1,

1）在实际预测时往往会产生一些偏差，缺乏稳定

性。DGM（1,1）能实现对序列的无偏模拟。试验结

果表明，DGM（1,1）模型用于建筑物沉降预测具有

可行性，且效果较好。
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表2 DGM（1,1）模型性能检验表

序号

1

2

3

4

5

6

7

8

原始数据/mm

2.03

2.19

2.41

2.38

2.78

2.82

2.99

3.12

DGM（1,1）模拟/mm

2.03

2.26

2.39

2.53

2.67

2.83

2.99

3.16

残差/mm

0

-0.07

0.02

-0.01

0.11

-0.01

0

-0.04

相对误差/%

0

3.2

0.83

0.4

3.96

0.35

0

1.28

平均相对模拟误差/% 1.43
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