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利用同余对数的整除性特征进行检验
赵云平

（滇西科技师范学院 数理系, 临沧 云南 677099）

【摘 要】同余在数论里边是非常重要的一个内容，在初等数学中有广泛的应用。利用同余这一工具对数的整除性特征

进行了探讨，并详细给出了能被2、3、4、5、7、8、9、11、13、25、125等数整除的数的特征的检验，能让学者更好的掌握相关数学结

论。
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同余是数论中的重要概念，德国数学家高斯最

先引用了同余的概念和符号，而同余理论是初等数

论的重要组成部分，是研究整数问题的一种重要工

具。在有的问题里边，我们经常会讨论某一个数除

以另外一个数的余数是多少，而不管商到底是什

么。比如说今天是星期二，再过20141000天是星期

几？把20141000算出来就很难，再除以7找它的余数

就更难，我们只考虑余数是多少不考虑商，没必要

把商求出来，于是我们就要利用同余这个工具来找

到这个余数。此外，利用同余还能简便的论证某些

整除性的问题。在数论中有这么一个内容，利用同

余检验因数，即利用同余对数的整除的特征进行验

证，大多教材中仅例举了一两个数的检验，在此我

们对常用的数的检验进行详细说明。

1 预备知识、基本符号和概念[1,6]

定义1.1 给定一个正整数m，把它叫做模（其实

就是除法里的除数）。如果用m去除任意两个整数

a 和 b，如果所得余数相同，则称 a 与 b 关于模 m 同

余，记作a≡b（modm）。若a、b被m除余数不同，称a

与b关于模m不同余，记作a≠b（modm）。

定理1.1 整数a、b关于m同余等价于m a－b或

a=b+mt，t∈z。

定理 1.2（反 身 性） 对 任 意 整 数 a 有 a ≡

a（modm）。

这是非常明显的事情，因为整数a除以m，得到

的余数是唯一的。

定理 1.3 若 a1≡b1（modm），a2≡b2（modm），则

a1a2≡b1b2（modm）。

证明：由定理1.1

a1≡b1（modm） a1＝b1＋mt1

a2≡b2（modm） a2＝b2＋mt2

有 a1a2＝（b1＋mt1）·（b2＋mt2）

＝b1b2＋b1mt2＋b2mt1＋m2t1t2

＝b1b2＋m（b1t2＋b2t1＋mt1t2）

由定理1.1等价性，a1a2≡b1b2（modm）。

推论1.3.1若a≡b（modm），则ak≡bk（modm）。

证明：因为a≡b（modm），又k≡k（modm），

由定理1.2，有ak≡bk（modm）。

推论1.3.2 若 a≡b（modm），且 n∈N+，则 an≡bn

（modm）。

2 利用同余检验因数

下面利用同余对数学中数的整除的特征进行

一一检验，在利用同余检验因数的初始步骤要认

真、准确的做出判断和选择，要选用什么样的进

制：十进制、百进制、千进制等。其中十进制进率

是10，从数的个位开始，每个数之间用逗号隔开；

百进制进率是100，从个位开始两个数为一组用逗

号隔开；千进制进率为1000，从数的个位开始三个

数为一组，依次用逗号隔开。这里把正整数 a 写

成 a=anan － 1……a1a0，上面加上一条线表示各位数

码，用a0表示个位数码，a0对应的是相应进率的零次

方，an 就对应进率的 n 次方。如选择千进制，数

2 536 429=2×1 0002＋536×1 000+429，其中 a0=

429，a1=536，a2=2。

2.1 能被2整除的数的特征是个位数字能被2整除

（即个位为偶数）

证明：设正整数 a=an10n + an － 110n － 1 +……+

a110＋a0，（0≤ai≤10）

因 10≡0（mod2），

由推论1.2.2， 10k≡0k（mod2），

由定理1.2， ak10k≡ak0k（mod2），

所以a≡a0（mod2），

就是说 a能被2整除，则 a0也能被2整除，即个

位能被2整除（个位为偶数）。如取 a=132=1×102+
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3×10+2，或取a=1 346=1×103+3×102+4×10+6，或

取a=3 574=3×103+5×102+7×10+4，均能被2整除，

因为这些数的个位都能被2整除，个位都为偶数。

2.2 能被3（或9）整除的数的特征是各位数之和能

被3（或9）整除

证明：设正整数 a=an10n+an-110n-1+……+a110＋

a0，（0≤ai＜10）

因 10≡1（mod3（或9）），

由推论1.2.2， 10k≡1k（mod3（或9）），

由定理1.2， ak10k≡ak1k（mod3（或9）），

所以a=an+an－1+……+a1＋a0（mod3（或9）），

若 a能被3（或9）整除，则各位数字之和能被3

（或9）整除。如取 a=8 571 492=8×106+5×105+7×

104+1×103+4×102+9×10+2，把各位数加起来8+5+

7+1+4+9+2=36，36能被3整除，所以 a=8 571 492能

被3整除；又36能被9整除，所以 a=8 571 492也能

被9整除。

2.3 能被4（或25）整除的数的特征是这个数的末两

位能被4（或25）整除

证明：设正整数 a=an100n + an-1100n-1 +……+

a1100＋a0，（0≤ai＜100）

因 100≡0（mod4（或25）），

由推论1.2.2， 100k≡0k（mod4（或25）），

由定理1.2， ak100k≡ak0k（mod4（或25）），

所以a≡a0（mod4（或25）），这里选择百进制，从

个位起两个数为一组，故a0表示末两位，就是说如果

a能被4（或25）整除，那么这个数的末两位也能被4

（或25）整除。如取 a =716=7×103+1×102+6，末两

位16能被 4整除，所以 a =716能被 4整除；取 a =

675=6×100+75，末两位75能被25整除，所以a=675

能被25整除。

2.4 能被5整除的数的特征是个位数能被5整除（个

位为0或5）

（证明仿2.1）

2.5 能被7（或11或13）整除的数的特征是奇位千进

位的和与偶位千进位的和的差（或反过来）能被7

（或11或13）整除

证明：设正整数 a=an1 000n+an－11 000n－1+……+

a11 000＋a0，（0≤ai＜1 000）

因 7×11×13－1=1 000

所以 1 000≡-1（mod7（或11或13）），

由推论1.2.2， 1 000k≡(-1)k（mod7（或11或13）），

由定理 1.2， ak1 000k≡ak(-1)k（mod7（或 11 或

13）），

所 以 a≡an(-1)n + an-1(-1)n-1 +……+ a1(-1) ＋ a0

（mod7（或11或13））

其中

an(-1)n + an-1(-1)n +……+ a1(-1) ＋ a0＝ (-1)ai＝

(a0+a2+…)－(a1+a3+…)

这里选择千进制，从个位起3个数为一组，a0表

示末三位，依次类推。就是说如果a能被7（或11或

13）整除，那么这个数的奇位千进位的和与偶位千

进位的和之差也能被7（或11或13）整除。如取a＝

8 949 682＝8×10002＋949×1000＋682，又 949-

（682+8）＝259，259能被7整除，所以 a能被7整除；

取 a＝6 022 766 321＝6 ×1 0003 ＋ 22×1 0002 ＋

766×1 000＋321，又（766+6）-（321+22）=429，429

能被13整除，所以a＝6 022 766 321能被13整除。

对于11的判断，还可选用10进制，即

设正整数 a=an10n + an-110n-1 +……+ a110 ＋ a0，

（0≤ai＜10）

因 10≡-1（mod11），

由推论1.2.2， 10k≡（-1）k（mod11），

由定理1.2， ak10k≡ak（-1）k（mod11），

所 以 a≡an(-1)n + an-1(-1)n-1 +……+ a1(-1) ＋ a0

（mod11）

其中

an(-1)n +an-1(-1)n-1 +……+a1(-1)＋a0＝ (-1)ai＝

(a0+a2+…)－(a1+a3+…)

虽然得到的式子一模一样，但此刻选择的是10

进制，即从个位开始每一个数为一组，用逗号隔开，

此时的a0表示个位，a1表示十位，以此类推。能被11

整除的数的特征还可描述为：奇数位之和与偶数位

之和的差能被11整除。如取 a＝82 159＝8×104+

2×103+1×102+5×10+9，（9+1+8）-（5+2）=11,11能

被11整除，所以a＝82 159能被11整除。

2.6 能被8（或125）整除的数的特征是这个数的末

三位能被8（或125）整除

证明：设正整数 a=an1 000n+an－11 000n－1+……+

a11 000＋a0，（0≤ai＜1000）

因 1 000≡0（mod8（或125）），

由推论1.2.2， 1 000k≡0k（mod8（或125）），

由定理1.2， ak1 000k≡ak0k（mod8（或125）），

所以a≡a0（mod8（或125）），，这里选择千进制，

从个位起三个数为一组，故a0表示末三位，就是说如

果a能被8（或125）整除，那么这个数的末三位也能

被8（或125）整除。如取 a＝76 432＝76×1 000＋

432，末三位432能被8整除，所以a＝76 432也能被8

整除；如取 a ＝ 89 294 375 ＝ 89×1 0002 ＋ 294×

1 000＋375，末三位 375 能被 125 整除，所以 a＝

n

i=0
∑

n

i=0
∑
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To Test the Divisibility of Numbers by Congruence
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Abstract: Congruence is a very important concept in number theory, which is widely used in Elementary

Mathematics. This thesis purports to study the divisibility of numbers by congruence and to test the features of the

numbers which are divisible by 2、3、4、5、7、8、9、11、13、25、125, etc, which could help the learners understand the

relevant mathematics theories better.
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89 294 375能被125整除。

3 小结

同余与整除有着密不可分的联系，我们讨论的

整除只是考虑了余数为0的情况，而同余是要进一

步考虑余数是其它的任意一个，比如说被b除，余数

小于 b的情况。利用同余检验整除性特征，再次证

明了数学结论的正确性与可行性。同余与整除的

结合，让学者从中感受到了数学的不变与多变性，

不变的是数学结论，多变的是证明判断数学结论的

依据，在数学领域中这样的例子还很多，值得我们

进一步挖掘与探讨。
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