
不等式的证明方法很多，本文主要利用高等数

学的有关知识从函数这个角度来研究证明不等式

的几种方法。

1 利用函数的凹凸性证明不等式
定义1：设 为定义在区间I上的函数，若对I上

任意两点 和实数 总有

，则称 为I上的凸函数。

定理1[1]：设 为I上的二阶可导函数，则 为I
上凸函数的充要条件是在I上 。

例1：应用凸函数概念证明不等式：对任意

，有

证明：设 ，对 ，有 ，根

据定理1， 为 上凸函数，从而对

即

定理2[2]：（ 不等式）若 为 上凸函

数，对任意 ，且 ，则

证明：应用数学归纳法，当 时，由定义命题显

然成立，设 时命题成立，即对任意

及 ， 都有

现在证明 时命题也成立，设

及 ， ，令

并依次应用 和 时的结论，可推得

这就证得对任何自然数 ，凸函数 总有（1）

式成立。

例2：证明：对任意 个正数 恒成立

即算术平均值不小于几何平均值。

证明：令 ，则

由 不等式有

从而 ，故

例3.设函数 在 上二次可导，且 ，

证明 ，为自然数。

证明:因为 ，所以 ，
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又 在 上可导，所以 在 上可积其连续。

在上式中令 ，则得 ，

即

将例3进行推广可得到。

例4. 证明：若 在 上连续， 处处二阶可

导，且 ，则有

证明：设T为 上的一个分割，其分点为 ，

即 ，由 知 是凸函数，故

在 不等式中令 ，则有

即 ，由于 和 在

上都可积，且 连续，故在上式中令 ，则

得

2 利用中值定理证明不等式
定理3[3]：（ 中值定理）若函数 满足如下

条件：

（i） 在闭区间 上连续 （ii） 在开区间

内可导

则在 内至少存在一点 ，使得

证明：作辅助函数 ，显然

在 上连续，在 内可导，而且 ，于是

由 中值定理知，存在一点 ，使得

，即

例5[4]：证明不等式 ， 对一切

成立。

证明：令 ，在 上运用

中值定理， ，使得

（2）

当 时，由 可得

及 （3）

当 时，由 可得 ，

由于 ，这时也能推得（3）式成立，将（2）式代入

（3）式就得到所要证明的结论。

例6. 证明：设 在 内可导， 在

连续，则当 时，对一切 有 ，当

时，对一切 有 。

证明：对任意 ，由 在 内可导，在

连续，得 在 上连续，在 内可导，由

中值定理得：

由于 ，且 ，故 ，因此对

一切 有 ，同理可证当

时，对一切 有 。

3 利用函数的单调性证明不等式
定义2：设 为定义在D上的函数，若对于D

中任意两个数 ，当 时，总有 ，则

称 为D上递增（递减）函数。

定理4[5]：若函数 在 内可导，则 在

内递增（减）的充要条件是 。

推论：设函数 在 内可导，若 ，

则 在 内严格递增（严格递减）。

例7.证明： 时， 。

证明：设 ， 由于当 时，有

，又由于 在 处连续，所

以 在 上严格递增，从而当 时，有

，即 。

4 利用求极值的方法证明不等式
要点：要证明 ，只要求函数

的极值，证明 ，这是证明不等式的基本方

法。

例8.设 为任一常数，试证：当 时，

。

证明：令 ，因 ，要证 ，

只需证明 或 即可。

令 得唯一稳定点 ，当 时， ，

当 时， ，所以

，得证。

5 利用定积分的基本性质证明不等式
定理5[6]：设 与 为定义在 上的2个

可积函数，若 ， ，则

证明：由于在 上 ，故对任一分割

T， 与 的上和也有关系式 ，从而

对它们的上积分亦有 ，由

于 与 在 上可积，故有 。

例10. 证明下列不等式：

（1） （2）

证明：（1）由于 ， ，所以由定

理5知

。

。

，

张宗标，等：浅析微积分在不等式证明中的应用 ·· 17



西昌学院学报·自然科学版 第29卷

（2）令 得 在 上驻点

，所以在 上， ，从而由定

理5知 ，证毕。

6 利用公式证明不等式
要点：若 在 上有连续 阶导数，且

，则 ，

利用此原理可以证明一些不等式。

例 11.设 在 上二次可微， ，试

证： ， ，有

证明：取 ，将 在 处展开，

以 乘上式两端，然后将 个不等式相

加，得 ，而

，所以

证毕。

。

，
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Applications of Calculus in the Proof of Inequalities

ZHANG Zong-biao, GENG Tao, FENG YI-hu
(Bozhou Teachers College, Bozhou, Anhui 236800)

Abstract: This paper, using the knowledge of differential calculus to prove inequality, gives some practical and

effective methods about prove of the inequality.

Key words: concave convex；monotonic property；integral property；extreme value

Application of Frequency Vibration Type Insecticidal Lamp in the Production of
Greenhouse Vegetable in Xichang

WANG Yun-mei, LUO Xiao-ling, YANG Xin, FU Li-hui,HUANG Xiu-fen
(Xichang Agricultural Science Research Institute , Xichang, Sichuan 615000)

Abstract: Frequency trembler lamps in 4 greenhouse vegetable demonstration sites were killing 7 orders and

17 families 23 species, including 21 species of pests. The main pests have insecticidal effects harmful to vegetable,

especially for lepidoptera pest control effect was significant. The results of the application show that the hanging area

is higher than that of no light district of Spodoptera litura and beet armyworm larvae weight were reduced 84.10%,

74.49%, while reducing drug times, decreasing the cost of drug use, ensuring the safety of vegetables, pollution-free

production, popularization and application in large area.

Key words: frequency vibration type insecticidal lamp; vegetable production; pest control
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