
1 问题的提出
柳比莫夫摆是研究热对流问题的一个简化模

型[1-3]。图1所示为柳比莫夫摆模型图，框架上悬挂

小球，小球质量为m，框架质量为M。将小球移开

平衡位置并给其一切向速度 ，同时释放框架。当

m M时，小球会绕框做匀速圆周运动[4]。如果m与

M可比拟时，小球又将做怎样的运动呢？文献[5]已对

这个问题有了一定的探讨，本文将进一步分析小球

的运动规律。

2 小球运动规律的特征方程
关于θ的大小，作如下规定：从y轴负半轴开始

逆时针旋转一定的角度与摆线重合，这个角度就称

为θ。笔者采用隔离法来建立方程，首先以框为研

究对象，该物体受到三个力的作用，即重力 ，绳

对框的拉力 ，杆对框的作用力 ，如图2所示

根据牛顿第二定律可知 （1）

式中 （2）

其中 表示框架的加速度， 、 分别为

、 轴上的分量。

由于M固定在两杆之间，只有在y轴方向上才

有加速度，因此有 （3）

y轴方向上有 （4）

再以小球作为研究对象，该物体受到三个力，

即重力 ，绳给小球的拉力 ，惯性力 的作

用，如图3所示。

根据牛顿第二定律，有 （5）

式中 （6）

其中 为小球相对于框的加速度， ， 分别为

在 、 方向上的分量。其对应的 、 轴方向

上的标量方程为

（7）

（8）

利用x、y方向的分速度与夹角的关系可知

（9）

由（4）（7）得 （10）

将（10）与（4）（8）联立，可得 （11）

根据（9）（11）可得 （12）

即 （13）

两边同时积分得 （14）

将初始条件 代入（14）得

（15）
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图1 柳比莫夫摆装置图

图2 框的受力示意图

在

图3 小球的受力示意图
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3 证明小球做圆周运动
3.1 细绳始终是绷直的

假设在某时刻，细绳正好要弯曲，如图4所示，

图中 为一无穷小量。此时 ，则有 ，小球

的惯性力与重力恰好抵消，因此小球相对于框的加

速度为零。小球将按原方向即圆弧的切线方向运

动，细绳又将重新被拉紧。所以，细绳始终是绷直

的。

3.2 小球的运动永不反向

从（14）可以看出：小球相对于框的速度永不为

零也不趋近于零，否则 ，与（14）矛盾。由于

小球的速度不能突变，所以小球的运动将不会反

向。

3.3 小球的位移没有极限

现假设A点是小球的极限位置，可以分两种情

况：①小球相对于框静止在A点；②小球相对于框无

限逼近A点。对于①，显然有小球相对于框的速度

为零。对于②，前面已经论述了小球的运动永不反

向，而小球又无限逼近A点，故必然有小球相对于框

的极限速度也为零，同样与（14）矛盾。可见小球的

位移没有极限。

综上所述，由于绳在任意时刻都是绷直的，且

小球的运动永不反向，小球的位移又没有极限，则

相对于框，小球必然做圆周运动。

4 小球运动的特征椭圆
4.1 关系

（14）反映出了 与 满足椭圆关系，令

，

（14）简化为 （16）

其图像如图5所示

下面再进一步地讨论这个椭圆与小球运动规

律之间更深层次的联系。从图5中可以得出

再与（9）对比，可以得出一个结论： 。具体

地说，小球的角位移为θ时的速度对应于图5中

为θ时的点A，小球的水平、竖直分速度分别为点

A的横、纵坐标，合速度 即为线段OA的长

度。这样，就描述出了小球在任意一点时的速度大小。

，将 ， 代入，整理得

（18）

此式就是 关系式。

4.2 关系

若将图5中的椭圆做这样的变换：保持各点的

纵坐标不变，横坐标变为原来的 倍，则将原来的

椭圆拉成了一个半径为 的圆，如图6(a)所示。

这反映出了 与 满足圆的关系，两者的平

方和即合速度的平方为一定值。换句话说，假若存

在另一质点P的运动，只要在任一时刻该运动与原

来小球的运动满足竖直速度相等，水平速度为小球

的 倍。那么，该运动为匀速率运动。要如何实现

这一变换呢？只需将小球原来轨迹的圆也横向拉

伸 倍变成一个椭圆，这个椭圆就是所要找的新运

动轨迹。即假想一个匀速运动，它的轨迹为如图6

(b)所示的椭圆，速度大小等于 时的竖直速度。

记这个等效速度为 ，由（14）式可求得 。

那么，在竖直方向上P与小球的运动完全同步。如

图6(b)所示，经过时间 ，P匀速运动到A’，此时小球

在位置A。这样，就描述出了小球在任意时刻的位

置。

椭圆1描述出了小球运动的 关系，椭圆2

描述出了小球运动的 关系，结合起来就完全地

描述出了小球的运动规律，不妨称此二椭圆为小球

运动规律的特征椭圆。

图4 绳弯曲时球的运动情况

图5 特征椭圆1（ 关系）

（17）

图6 位速变换图
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5 柳比莫夫摆的性质
根据特征椭圆，可以发现一些柳比莫夫摆的性

质：

5.1 小球速度的变化规律

根据特征椭圆1，有小球与悬点相平时速度最

大，在最高和最低位置时速度最小。从水平位置经过

最低（高）点到水平位置时，水平分速度从零到最大再

变为零，而竖直分速度从最大变为零再变到最大。

5.2 小球运动的周期

根据特征椭圆2，有小球运动的周期 （L

为特征椭圆2的周长， ，C由（15）式确定。

椭圆的周长 （19）

式中 是椭圆的长半轴， 是椭圆的离心

率。 ，为第二类完全椭圆积分[6]。

5.3 小球的运动学方程

由于当 时小球在最低点，故将椭圆的方程

用参数方程 ， 来表示（这里的θ就是

小球的角位移）， 的定量关系可由式子

确定。其中s是P的

路程，定积分

其中 和 均为第二类不完全椭圆积分[6]，

求不出精确值，可用数值算法或数学软件求得其近

似值，这里不再详细叙述。通过这个式子可以求出

小球在任意时刻 的关系，即小球的运动学方程。

5.4 m M时小球的周期及周期公式的检验

当m M时，小球的周期是多少呢？此时 ，

因此 ，说明小球相对于框做匀速圆周运动。

（20）

下面由以上所求周期公式计算该情形下的周

期：

此时 ，

因此 ，

（21）

（22）

即小球质量远远小于框的质量时的周期公式

可作为柳比莫夫摆周期公式的特例给出，同时也说

明了柳比莫夫摆周期公式的正确性。

6 结论
本文利用经典力学理论推出了柳比莫夫摆的动

力学特征方程及特征椭圆，并通过特征椭圆进行分析

得出了 及 之间的关系。证明了柳比莫夫摆做

非匀速圆周运动，并得到了柳比莫夫摆运动的周期公

式。本文结果研究表明，m M时的柳比莫夫摆周期

公式可作为柳比莫夫摆运动周期公式的特例给出。
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The Discussion of the Lyubimov Pendulum’s Law of Movement

ZHANG Bang-jian，MIAO Feng，ZHANG Chuan-wu
(School of Electronic and Information Engineering，Southwest University for Nationalities，Chengdu，Sichuan 610000)

Abstract: In this paper, we have derived the kinetic characteristic equation of the Lyubimov Pendulum’s and

have proved that it will circle. It is concluded eigenellipse of the small ball movement. Making use of the

eigenellipse, it has also solved the Period’s analytical expressions of the Pendulum’s movement and provided its

cycle formula.
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