
引言
等周问题最早是由著名数学家Joham Beynoulli

在1697年提出的, 即在具有定长的一切平面单纯闭

曲线中, 圆是最大面积的曲线[1]。此后, 很多学者都

对这个问题展开了讨论与研究[2-3]，有《平面等周问

题的两个推广形式》[4]、《含约束条件的等周问题的

研究》等等。变分法是17世纪末开始发展起来的一

个数学分支, 是为了研究泛函的极值问题而产生

的。而“等周约束问题”实质就是一个带积分方程

约束的泛函极值问题。本文根据变分法的基本定

理, 将带积分方程约束的极值问题转化为带微分方

程的泛函极值问题对“等周约束问题”的建立了模

型, 并且求出其解。

1 等周问题
等周问题的描述如下: 在平面上长度一定的所

有封闭光滑曲线中找一条曲线, 使其所围成的面积

最大。下面先对“等周问题”建立数学模型。

设所求的参数方程为 ( )，由

于曲线是封闭的，则 ， 。曲线的

周长是固定的，即 。由多元微积

分中的Green公式, 封闭曲线所围成的面积为

。

于是等周问题归结为在封闭光滑曲线的集合

中找一条曲线 , 使 在约束条件

下取最大值。该问题即为一个

在积分方程约束条件下的泛函极值问题。

2 变分法基本原理
带积分方程约束的泛函极值问题具有以下定

理:

定理1[5] 设 、 是具有一阶连续导数

的 维向量函数， 是标量函数, 且相对

于其所有的自变量都具有连续的一阶和二阶偏导

数， 是所有的自变量都具有连

续一阶和二阶偏导数的 维向量函数。求使泛函

取得极值且满足等周约束条

件 和固定边界条件 、

的极值轨线 ，其中 是 维常向

量。解决这个问题的思路是引进新的变量, 将积

分方程约束变量转化成微分方程的约束条件。

令 ，则新变量 满足条件

， ，并且 。这样带积

分方程约束的泛函极值问题转化为带微分方程约

束的泛函极值问题。 构造Lagrange函数如下:

其中 是待定的 Lagrange 乘

子。类似于定理2的分析, 得泛函

取极值的极值轨线 应满足的必要条件为

，

，

。

因为 Lagrange 函数 不含

有 ，所以上述必要条件简化后得到如下结

论。

定理2[5] 设 、 是具有一阶连续导

数的 维向量函数， 是标量函数, 且相

对于其所有的自变量都具有连续的一阶和二阶偏

导数， 是所有的自变量都具有

连续一阶和二阶偏导数的 维向量函数。使泛函

取得极值且满足等固约束条

件 和固定边界条件 、
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【摘 要】等周约束问题实质上是一个带积分方程约束的泛函极值问题。利用泛函极值的基本定理求解出等周约束问

题，方便快捷。
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的最优轨线 应满足的必要条件为

， 或 为常向量。

3 基于泛函极值的等周约束问题的求解

等周问题归结为求泛函

在约束条件 和边界条件

下 ， 的极大值。

记 ，则

记 ，则构造Lagrange函数如下:

其中 是待定的Lagrange乘子。

由定理3知最优轨线 应满足如下条件

并且 是常数，

积分得 ， 。从而

代入等周条件，

得 ，即 。于

是 。边界条件下 ，

可确定C1，C2，故所求极值曲线是一个圆。

4 小结
本文利用变分法中带积分约束泛函的极值问

题很好的求解了积分约束的等周问题。此外, 等周

问题还有《分数阶导数的等周问题》[6],《两平行线间

的等周问题》[7]等, 今后将会对其他形式的等周问题

作进一步探讨。
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A Solution Method Based on Functional Extremum of Isoperimetric Problem
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Abstract: The isoperimetric constraint problem is essentially a functional extrema of integral equations with

constraints. It is convenient to use the basic theorems of functional extremum solving the isoperimetric constraint

problem.
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