
归结原则又称海涅（Heine）定理是沟通函数极

限和数学极限的桥梁。在求数列或函数极限时，海

涅定理起着重要作用[1]。华东师大教材第四版给出

的归结原则的条件较强，实际上可将条件适当减弱。

1 归结原则的改进
华东师大版教材第四版是这样叙述归结原则

的:

设函数 在 上有定义， 存在的

充要条件是:对任何含于 且以 为极限的数

列 ，极限 都存在且相等[2]。定理的条件可

适当减弱，将“极限 都存在且相等”减弱为

“极限 都存在”，得到如下定理。

定理1 设函数 在 上有定义， 存

在的充要条件是:对任何含于 且以 为极限

的数列 ，极限 都存在。

证 必要性 已知函数 在 上有定义，

存在。不妨设 ，则对任意小的正数 ，都存

在正数 ，当 时，有 。

另一方面，设数列 且 ，则对

上述的 ， ，当 时有 ，从而有

。这就证明了极限 都存在且都等于

A。

充分性 任取两个数列 ， 满足:

当 时， ， ， ， ，则

与 都存在。构造数列 :

则由于数列 ， 落在 之外的项至多

只有有限项，从而数列 落在 之外的项至多

只有有限项，于是 且 ，所以极限 存

在。设 ，则 ，

。

若 不存在，则 ，即 ，对任

意 （不论多么小），总存在一点 ，尽管 ，

但有 。

取 ， : ，但 ，

， : ，但 ，

， : ，但 ，

……

， : ，但 。

于是得到数列 满足: 且 。

但 ，与假设矛盾。所以必有极限

成立。

函数的单侧的归结原则也可以类似的减弱。

函数的单侧的归结原则教材是这样叙述的:

设函数 在点 的某空心邻域 内有定

义。 存在的充要条件是:对任何以 为极

限的递减数列 ，有 。定理条件

“ ”可减弱为“极限 都存在”，于是得

到如下定理:

定理2 设函数 在 内有定义，

存在的充要条件是:对任何以 为极限的递减数列

，极限 都存在。

证 必要性 已知 存在，不妨设 ，

则对 ， 正数 ，当 时，有

设数列 且 ，则对上述 ，

，当 时，有 ，从而有 ，即

都存在且都等于A。

充分性 任取两个严格递减数列 ， 满

足: ， 。由已知有 与

都存在。按如下方法构造数列 :

令 ，由数列 严格递减且 知

，使 ，

令 ，由数列 严格递减且 知

，使 ，

收稿日期：2014-10-08
*基金项目：四川省哲学社会科学重点研究基地、四川省人文社会科学重点研究基地——西华师范大学四川省教育发展研

究中心资助/立项项目:信息化视野下农村教师专业化发展研究（项目编号：CJF14059）。
作者简介：李红梅（1979-）,女,四川乐至人,硕士,讲师,主要研究方向数学分析及数学教育。

归结原则的一个改进及应用*
李红梅

（四川文理学院 数学与财经学院，四川 达州 635000)

【摘 要】归结原则可将函数极限问题转化为数列极限问题。本文给出了较弱条件下的归结原则,讨论了归结原则在证

明一类常数函数问题中的应用。

【关键词】归结原则;极限;常数函数

【中图分类号】0171 【文献标志码】A 【文章编号】1673-1891（2015）01-0022-03

。

西昌学院学报·自然科学版

Journal of Xichang College·Natural Science Edition

第29卷第1期

2015年3月

Vol.29，NO.1

Mar.，2015

DOI:10.16104/j.cnki.xccxb.2015.01.007



第1期

令 ，由数列 严格递减且 知

，使 ，

…… ……

令 ，由数列 严格递减且 知

，使 ，

令 ，由数列 严格递减且 知

，使 ，

于是得到数列 ， 的子列 ， 和严格

递减数列 :

由 ， 知 ， ，

从而 ，故 存在。设 ，则

若 不存在，则 ，即 ，对任意

正数 （不论多么小）， ，但 。

依次取 分别为 ，则存在相应的点

。使 ， ，

。于是得到数列 满足: ，

且 ，但 与假设矛盾。所以必有

存在且等于A。

类似的可得，函数在无限区间上的单侧归结原

则。

定理3 设函数 在 内有定义， 存

在的充要条件是对任何以 为极限的递增数列

，极限 都存在。

2 应用
归结原则在求函数极限、证明函数极限及函数

极限的相关性质等方面都有较好的应用。在证明

一类常量函数问题中，可用归结原则较好的解决问

题。现就如下几方面展开讨论。

命题1 若函数 为 上的周期函数，且

存在，则 为常量函数。

证 已知函数 为 上的周期函数，不妨

设 的周期为 。

对任意 ，取 ， 。

于是 ， 。所以有

另一方面，因 存在，不妨设 。

因 ，由定理1归结原则有 。

综上可知， 。由于 是 中任意一

点，所以 ，即 为 上的常量函数。

推论1 若函数 为 上的周期函数，且

，则 。

命题2 设函数 对于 内一切 满足等

式 ，其中常数 ，且 在 与

处连续。证明: （常数）， 。

证 由于 ，对任意 及 ，有

当 时， 。因为 在 处连

续，故对任意 ，由定理2归结原则有

。又由于 在 处

连续，因此

综上可知， ， 。令 ，

为常数。即 (常数)， 。

推论2 设函数 对于 内一切 满足

等式 ，其中 ，且 在 与

处连续。证明: （常数）， 。

证 由命题2知 为 上的常量函数，且

。对于任意 ，由 有

，即 是偶函数。从而

对任意 ，有 。于是 ，

。令 ， 为常数。即 （常

数）， 。

命题3 设函数 对于 内一切 满足等式

，其中常数 ，且 存在，则

（常数）， 。

证 已知 存在，记 。即证明

（常数）， 。

反证法。假设函数 在 上不恒为A，则

必存在一点 ，使得 。因为 对

于 内一切 满足等式 ，于是对于任意

自然数 有

从而得到数列 满足: 递增且 ，

其中常数 。所以 。又因

为 ，由定理3归结原则有 。即

又 ，则B＝A。这与假设矛

盾。故 （常数）， 。

特别地，当 时，有

若函数 对于 内一切 满足等式

且 ，则 ， 。[3]

推论3 设函数 对于 内一切 满足等式

，其中常数 ，且 存在，则

（常数）， 。

命题4 设函数 对于 内一切 满足等式

，

。
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，其中常数 ，且

则 ， 。

证 反证法。假设 在 上不恒为 ，则

必存在一点 ，使得 。已知 对

于 内一切 满足等式 ，于是对任意自

然数 有

。

得到数列 。当常数 时，

(1)若 ，则 。于是

。另一方面，已知 ，

由定理2归结原则可知 。由此

可得， ， 。

(2)若 ，则 。于是

。另一方面，已知

由定理3归结原则可知 。由此

可得， ， 。

综上可知，不论 还是 ，都有

。这与假设矛盾。

故 ， 。

推论4 设函数 对于 内一切 满足等式

，其中常数 ，且

则 ， 。

，
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Abstract: The function limit problem can be converted to the limits the number of columns. This paper gives

generalization principle under weaker conditions and discusses application of the generalization principle in certify a

class of constant function.
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