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(2) 在开区间 内可导，那么至少存在一点

，使 。

利用拉格朗日(Lagrange)中值定理证明不等式

的一般步骤是[2]：

Step1 找出区间 ，并构造辅助函数 ；

Step2 对函数 在区间 上应用拉格朗日

(Lagrange)中值定理，并写出中值公式

；

Step3 对 进行适当放缩，从而证出所证不等

式。

例4[1] 设 ，证明： 。

分析 令 ，

则函数 在 上满足拉格朗日中值定理的条

件，利用拉格朗日中值定理得：至少存在一点

使 ，即 。

因为 ，所以 ，故

不等式得证。

注 4 一般地，要证形如 的不等

式，常用拉格朗日中值定理。另外要证的不等式中

含有 或 形式的因子（或适当变形

后出现这两种形式的因子）时，常考虑拉格朗日中

值定理。

例5[4] 设 ，证明：

。

分析 本不等式从表面看是不含有 形

式的因子，但是如果把其变形为：

则左端可以看成 在区间

上的端点值之差，因此可以对 在区间 上

利用拉格朗日中值定理来证明。

注5 构造恰当的辅助函数 是利用拉格朗日

中值定理证明不等式的关键。如果是形如

的不等式，那么辅助函数 通常选为 ；如果不

等式中含有 形式的因子，那么辅助函数

通常可以直接选为 。

例6[1] 证明当 时， 。

分析 令 ， ，对 在 上利

用拉格朗日中值定理即可。

3 利用泰勒（Taylor）公式
泰勒(Taylor)中值定理[1]是：如果 在含 的某

个开区间 内具有直到 阶的导数，则对任意

一 ，有

其中 是余项。

利用泰勒(Taylor)公式证明不等式的一般步骤

是：

Step1 写出 在某一点 处的带有拉格朗日

型余项的泰勒公式；

Step2 代入已知的条件；

Step3 对等式适当放缩即可得出所证的不等式。

例7[5] 已知 ，且 ，求证 。

分析 因为 ，所以 ，又 存

在，所以 及 连续，因此 ，且 。则

其中 介于0与 之间.

因为 ，所以 ，因此 。

注6 一般地，含有二阶及二阶以上的导数的不

等式，常用带有拉格朗日余项的泰勒公式来证明。

另外，要恰当选择在哪个点 处将函数 展开为泰

勒公式，这没有一般规律可循，但通常选用区间的

端点、中间点、函数的极值点和导数为零的点等特

殊点作为 [6]。

注7 有时把函数进行泰勒展开后，还要代入某

些点的值如区间端点等进行计算，然后再利用已知

条件适当放缩。

例8 设函数 在区间 上二阶可导，

， ，证明：存在 ，使

分析 对函数 在点 进行泰勒展开：

其中 介于 与 之间.把 和 代入上式

上述两式相加得：

所以

因此

取 ，显然 ，且满足

。

注8 当然例7也可以用拉格朗日中值定理来证

明，这里不再赘述。
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Common Methods Using Differential Theory to Prove Inequality

JING Hui-li, QU Na, LIU Hua, ZHAO Wei-zhou
(School of Natural Science, The Second Artillery Engineering Institute, Xi’an , Shanxi 710025)

Abstract: The proof of inequality is one of the important contents of Higher Mathematics course. In order to

help the students grasp the methods of the inequality’s proof by using differential theory, the common methods using

differential knowledge are researched in this paper. Furthermore, three approaches are discussed that include using

monotonicity, Lagrange mean-value theorem and Taylor formula.

Key words: inequality；proof；method

注9 有些不等式只用一种方法是证明不出来

的，需要两种方法相结合才能证明。

例9[5] 设 ，证明不等式

分析 本不等式中尽管含有 形式的因

子，但是只用拉格朗日中值定理是无法证明的。

对 ，可以构造辅助函数 ，

利用拉格朗日中值定理证明。

对 ，需要构造辅助函数 ，

利用单调性来证明。

4 结语

在《高等数学》课程中利用微分学理论证明不

等式除了上述常用的三种方法外，还可以利用函数

的极值和最值、曲线的凹凸性等来证明。尽管方法

不同，但知识点之间其实是有一定的联系，例如拉

格朗日中值定理是泰勒中值定理的特殊情形，而函

数的单调性其实是拉格朗日中值定理的应用，所

以，有的不等式可以用多种方法来证明。总之，不

等式的证明是一个重点也是一个难点问题，学员一

定要灵活运用上述三种证明方法，注意不同方法的

适用范围。对一道题目学员不能仅限于一种解题

方法，应该从不同的角度给出不同的解法，这样才

有利于突破思维的局限性，培养综合能力。

ba<<<<<<<<0
abab

ab
ba
a 1lnln2
22 <<<<

−−−−
−−−−<<<<

++++ 。

ab
afbf

−−−−
−−−− )()(

ab
ab

ba
a

−−−−
−−−−<<<<

++++
lnln2

22
xxF ln)( ====

abab
ab 1lnln <<<<

−−−−
−−−−

ax
axaxx −−−−−−−−−−−−==== lnln)(ϕϕϕϕ

·· 18


