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泰勒公式是数学分析中非常重要的内容，在解题中有着重要的作用，是研究函数极限和估计误差等方

面不可或缺的数学工具，它的基本思想是用多项式来逼近一个已知函数，而这个多项式的系数由给定函数

的各阶导数确定。

1 泰勒公式的概述

将n次多项式函数P（x）按着x-a的幂展开，它每项的系数bk由多项式函数P（x）唯一确定，即　　　　 。

若任意一个函数f（x）（不一定是多项式函数），只要函数f（x）在a存在n阶导数，总能形式地写出一个相

应的n次多项式

称为函数f（x）在a的n次泰勒多项式。

将函数f（x）与它的n次泰勒多项式Tn（x）的差，表为Rn（x）=f（x）-Tn（x）或f（x）=Tn（x）+Rn（x）。Rn（x）称为f

（x）在a的n次泰勒余项，简称泰勒余项。

2 泰勒公式的应用

2.1 利用泰勒公式求极限

对于待定型的极限问题，一般采用洛必达法则来求。但是对于一些求导比较繁琐，特别是要多次使用

洛必达法则的情况下，泰勒公式往往是比洛必达法则更为有效的求极限工具。

例1　求极限　　　　　　　。

解　由于分式的分母sin3x~x3（x→0），只需将分子中sinx和xcosx分别用带有佩亚诺型余项的三阶麦克

劳林公式表示，即　　　　　　　，　　　　　　　，于是　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，

对上式作运算时，把两个比x3高阶的无穷小的代数和记为O（x3），故　　　　　　　　　　　　　　。

2.2 泰勒公式在方程中的应用

如果函数在点x0处可导，则有在这点附近用一次多项式去逼近函数f（x），其误差为高阶无穷小量O

（（x-x0）
n）。再用二次多项式或高于二次多项式去逼近，我们可以看出二次切线或者高次切线与曲线的接近

程度比一次切线要好，当然次数越来越高时，接近程度越来越密切，近似程度越来越高。

例2　设f（x）在（-∞，+∞）内有连续三阶导数，且满足方程f（x+h）=f（x）+hf'（x+θh），0<θ<1（θ与h无

关），试证f（x）是一次或二次函数。

证明　问题在于证明，f''（x）≡0或f'''（x）≡0，为此将原式对h求导，注意θ与h无关，有f'（x+h）=f'（x+θ

h）+θhf''（x+θh） （1）

从而

令h→0取极限，得f''（x）-θf''（x）=θf''（x），f''（x）=2θf''（x）

若　　，由此f''（x）≡0，f（x）为一次函数；
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若　　，（1）式给出　　　　　　　　　　　　　　　，

此式两端同时对h求导，减去f''（x），除以h，然后令h→0取极限，即得f'''（x）≡0，所以f（x）为二次函数。

2.3 利用泰勒公式求函数近似值

此类题目需要先将所求数化为函数形式，利用泰勒公式及拉格朗日余项公式x=0点处展开后，再将x取

值进行近似计算。

例3　求ln1.2的近似值（精确到0.0001）

解　由于ln1.2=ln（1+0.2）　设f（x）=ln（1+x）

因为　　　　　　　　　　　　（k=1，2，3，…）

故

误差为

取x=0.2，由于 故取n=5

则　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

2.4 利用泰勒公式求幂级数的展开式

利用基本初等函数的幂级数展开式，通过加减乘等运算进而可以求得一些较复杂的初等函数的幂级数

展开式。

例4　求函数f（x）=ex的幂级数展开式。

解　由于fn（x）=ex，fn（0）=1，（n=1，2，3……），

所以f的拉格朗日余项为　　　　　　　，（0<θ<1），

显见　　　　　　　　　　　它对任何实数x，都有　　　　　　　　，

因而，　　　　 ，

所以　　　　　　　　　　　　　　x∈（-∞，+∞）。

2.5 泰勒公式在行列式计算方面的应用

若一个行列式可看做x的函数（一般是x的n次多项式），记作f（x），按泰勒公式在某处x0展开，用这一方

法可求得一些行列式的值。

例5　求n阶行列式

D=

解　记fn（x）=D，按泰勒公式在z处展开：

（1）

易知
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（2）

由（2）得，　　　　　　　　　　　　　时都成立。

根据行列式求导的规则，有

于是fn（x）在x=z处的各阶导数为

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，

… … … …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　，

把以上各导数代入（1）式中，有

若z = y，有　　　　　　　　　　　　，

若z≠y，有　　　　　　　　　　　　。

2.6 泰勒公式在证明中的应用

2.6.1 泰勒公式在中值定理证明中的应用

微分学上的一些基本定理统称为中值定理，中值定理是导数应用的理论基础，研究的是函数在区间上

的“整体”状态。

例6　设f（x）在[a，b]上三次可导，试证：∃c∈（a，b）使得

（1）

证明　（待定常数法）设k为使下式成立的实数

（2）

这时，我们的问题归为证明，∃c∈（a，b）使得k=f'''（c） （3）

令

（4）

则g（a）=g（b）=0

根据罗尔定理，∃ζ∈（a，b），使得g'（ζ）=0，由（4）式，

即

（5）

这是关于k的方程，注意到f'（ζ）在点　　　处的泰勒公式

（6）

其中c∈（a，b），比较（5），（6）可得式（3）证毕。

2.6.2 泰勒公式在不等式证明中的应用

在条件或结论中含有高阶导数时，一般使用泰勒公式证明。
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例7　设　　　　　且f''（x）>0。证明f（x）≥0

证明：因为

所以f（0）=0，f'（0）=1

而f（x）在x=0点处的一阶泰勒公式为

即　　　　　　　　，又由于f''（x）>0，故f（x）≥x。

例8　当x≥0时，证明

证明：取　　　　　　　　　，x0=0，

则　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

带入泰勒公式，其中n=3，得

　　　　　　　　　　　，其中0<θ<1，

故，当x≥0时，　　　　　　。

从上述实例可以看出泰勒公式具有广泛的应用，利用其展开式以及各种余项类型可以简单的解决一些

复杂的问题，从而体现泰勒公式式在数学计算中具有重要的地位。
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Taylor’s Formula and Its Application
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Abstract: Taylor's formula is an important equation of mathematical analysis. It can change some complicated

functions into the simple polynomial function approximatively. This Rind of turn is a powerful leverage for the

analysis and research of other functions. It introduced its application in inequality proving，the limit finding，etc，in

this paper.
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