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1 引言

设H是一实的Hilbert空间，C是H的一非空闭凸子集。对于任意的x∈H，存在唯一xC∈C使得‖x-xC

‖≤‖x-y‖，∀y∈C。令Px=xC，称P为H到C上的投影映射。

称映像A：C→H为α-逆强单调的，如果存在正数α>0，使得

〈Ax-Ay，x-y〉≥α‖Ax-Ay‖2，∀x，y∈C。

称映像S：C→C是非扩张的，如果‖Sx-Sy‖≤‖x-y‖。记S的不动点集为F（S）。

设A：C→H。变分不等式问题（VI）是求z∈C，使得

〈Az，y-z〉≥0，∀y∈C。

此变分不等式问题的解集用VI（C，A）表示。

设 （x，y）：C×C→R是平衡函数，即每一个u∈C，　（x，y）=0。考虑如下平衡问题（EP）：

寻找z∈C，使得 （x，y）≥0，∀y∈C。记它的解为EP。平衡问题包含了不动点问题、最优化问题、变分

不等式问题、Nash平衡问题等[9]。

为了寻找F（S）∩VI（C，A）的公解，Takahashi和Toyoda[6]介绍了如下的迭代序列：

（1.1）

并在适当条件下得到了一个强收敛定理。

为了寻找F（S）∩EP（　）的公解，S.Takahashi和W.Takahashi[6]介绍了如下的迭代序列：

（1.2）

为了寻找F（S）∩VI（C，A）∩EP（　）的公解，Su，Shang和Qin[6]介绍了如下的迭代序列：

（1.3）

并在适当条件下得到了一个强收敛定理。

为了寻找F（S）∩VI（C，A）∩EP（　）的公解，Plubting和Punpaeng[6]介绍了如下的迭代序列：

（1.4）
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并在适当条件下得到了一个强收敛定理。

2008年，Chang[6]等介绍了如下迭代序列：

（1.5）

其中映像{Wn}是由一族非扩张映像{Sn}生成的，并在适当的条件下得到了一些强收敛定理。

受上述文献启发，本文在Hilbert空间中介绍了一个新的迭代序列（3.1），借以寻找平衡问题不动点问题和变分不

等式问题的公共不动点，并在适当的条件下得到了强收敛定理。本文的结果推广和改进了Chang[7]等人的相应结果。

2 预备知识

定义2.1[6] 称B：H→H为强正有界线性算子，若存在常数　　，使得

定义2.2[2] 设A：C→H是α—逆强单调映像，Ncν表示C在点ν∈C的正规锥，即

则T是极大单调的，且0∈Tν⇔VI（C，A）。

定义2.3[6] 设T：H→2H是集值映射，称T是

（ⅰ）单调的，如果x，y∈H，f∈Tx，g∈Ty，有〈x-y，f-g〉≥0，

（ⅱ）极大单调的，如果（x，f）∈H×H，〈x-y，f-g〉≥0，∀（y，g）∈G（T）⇒f∈Tx。

定义2.4[7] 设{Si：C→C}是一有限族的非扩张映像，且满足{un}是对任意i≥1都有0≤ui<1成立的非负实

数序列，定义一个映射Wn：C→C如下：

则Wn：C→C是非扩张的，且称它是由un，un-1，…，u1所产生的W-映射，且映射　　　　　　　　　　 是

非扩张的，且满足

为解决平衡问题，假设　：C×C∈R满足如下条件：

（A1）

（A2）　是单调的，即

（A3）对每一

（A4）对每一　　　　　　　　是凸的和下半连续的。

如果一个平衡问题满足（A1）-（A4），则列引理成立。

引理2.5[1] 设C是Hilbert空间中的一个非空闭凸子集，　：C×C∈R是一个二元函数，满足（A1）-（A4），

则对任意r>0和x∈H，存在

引理2.6[4] 假设　：C×C→R满足（A1）-（A4），则对于任意r>0和x∈H，定义一映像Tr：H→C如下：
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则有下式成立：

1）Tr是单值的；

2）Tr是强非扩张的，即

3）　（Tr）=EP（　）；

4）EP（　）是闭凸的。

在证明本文的主要结果中，下面的引理将起到主要作用。

引理2.7[3]　设非负实数列{αn}使得αn+1≤（1-tn）αn+βn。其中{tn}⊂（0，1），序列{βn}使得

（ⅰ）

（ⅱ）　　　　　　　或　　　　　　则

引理2.8[5]　令X是Banach空间，{xn}，{yn}是X中的有界序列，βn⊂[0，1]满足

假设　　　　　　　　　　　，且

则

引理2.9[6]　设H是实的Hilbert空间。C是H中之一非空闭凸子集，{Si：C→C}是一无限族的非扩张映像，且　

　　　　　　　是一个使得0<ui≤b<1，∀i≥1的实数序列，如果K是C中任意一个有界子集，则

3 主要结果

定理 3.1　设H为实Hilbert空间，C为H的非空闭凸子集，　：C×C→R是一二元函数满足条件（A1）-

（A4）设A：C→H是一α-逆强单调映像，{Si：C→C}为非扩张映像可数族，　　　　　，F∩VI（C，A）∩EP

（　）≠Ø。f：H→H是压缩映像，压缩系数为h∈（0，1），B:H→H是 强正有界线性算子，其中　　　　 定

义如下序列{xn}，{yn}，{kn}，{un}⊂[0，1]：

（3.1）

这里{Wn：C→C}按定义（2.4）{αn}，{βn}，{rn}⊂[0，1]，{λn}⊂（0，2α），{rn}⊂[0，∞]，满足条件：

（ⅰ）αn+βn+γn=1；（ⅱ）　　　　　　　　（ⅲ）　　　　　　　　　　　（ⅳ）

（ⅴ）

则{xn}和{un}强收敛于　　　　　　　　　　　　　　。

证明：下面将分六步来证明定理3.1。

第一步　证明存在z∈C，使得　　　　　　　　　　　　　　　。

根据条件（ⅲ），（ⅳ）假设　　　　　　　　因为B：H→H，是线性有界自伴算子，则

　　　　　　　　　　　　　　显然　　　　　　　　　　　　　　　　　　即：

（3.2）

又因为f：H→H是压缩映像，其压缩系数为h∈（0，1），则对任意的x，y∈H，有：

根据Banach定理，存在z∈C，使得　　　　　　　　　　　　　　　。

第二步　证明{xn}，{kn}，{un}，{f（wnxn）}，{Wnkn}有界
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事实上，对任意的x，y∈C，λn∈（0，2a）有

（3.3）

这意味着I-λnA是非扩张的，

　　　　　　　　　　　则

（3.4）

由z=Wnz，得

由归纳法，得

因此{xn}是有界的。从而，{yn}，{un}，{kn}，{Wnkn}，{f（wnxn）}是有界的。

第三步　证明

（3.5）

根据引理2.5令　　　　　　　　　　得到

（3.6）

（3.7）

在（3.6）中取y=un+1和在（3.7）中取y=un得到

把上面两式相加，利用条件（A2）有

于是有

根据条件（ⅳ），不妨假设rn>c，∀n≥1得到

（3.8）

把（3.8）代入（3.5）得到

令　　　　　　　　　　　　　，则有
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（3.9）

其中：

因为H有界以及K⊂C，根据引理2.9，有

把（3.8）代入（3.9），有

根据引理2.8知　　　　　　　。另

所以，由（3.8）和条件（ⅳ）有

第四步　证明

首先证明

因此，只需证明

（a）证明

事实上，利用引理2.6　　　　　　　　　　　　，有

（3.10）

利用（3.4）和（3.10），有

（3.11）

因此

（b）证明

（3.12）

把（3.12）代入（3.11），利用　　　　　　　有
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（3.13）

因此

另

把（3.13）代入（3.12）化简得

即

因为　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，得到

第五步　证明　　　　　　　　　　　　其中　　　　　　　　　　　　　　。

取{kni}⊂{kn}使得

因{kn}有，故存在子序列 弱收敛于k，因　　　　　　　故　　 弱收敛于k。

（a）证明k∈EP（　）

因　　　　　有

根据条件（A2），有

所以

另一方面，

因 和 弱收敛于k，利用条件（A4），有　（y，k）≤0，∀y∈C，对任意0<t≤1，令yt=ty+（1-t）k，则yt∈C，

利用条件（A4），有

因为y∈C和利用条件（A4），有

这意味着　（yt，y）≥0。因此，根据（A4），有F（z，y）≥0对任意y∈C有z∈EP（　）。

（b）证明　　　　　　　　　。否则，有Wk≠k。因为 弱收敛于k，利用Opial's条件，

有

根据引理2.9，有

因此，有　　　　　　　　　　　　　。矛盾，从而

（c）证明k∈VI（C，A）。利用定义2.2，对任意（x，u）∈G（T），u-Ax∈Ncx，因为kn∈C，有〈x-kn，u-Ax〉≥0又

kn=Pc（yn-λAyn）
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因此，有〈x-kn，kn-（y-λnAyn）≥0，

所以

因　　　　　　　强收敛于k，A是Lipschitz连续的，所以有

因为T是极大单调的，0∈Tk，根据定义2.2有k∈VI（C，A）。

第六步　证明

由引理2.7有{xn}和{un}强收敛于　　　　　　　　　　　　。这就完成了定理3.1的证明。

注：1当B=I，定理3.1为文献[7]中的定理3.1

定理3.2　设H为实Hilbert空间，C为H的非空闭凸子集，　：C×C→R是一二元函数满足条件（A1）-

（A4），设A：C→H是一α-逆强单调映像，{Si：C→C}为非扩张映像可数族，　　　　　　，F∩VI（C，A）∩EP

（　）≠Ø。f：H→H是压缩映像,其压缩系数为h∈（0，1），B：H→H是　　强正有界线性算子，其中　　　 定

义如下序列{xn}，{yn}，{kn}：

（3.14）

这里{Wn：C→C}，{αn}，{βn}，{rn}和{λn}满足定理3.1的条件：则{xn}强收敛于　　　　　　　　　。

证明：在定理3.1取 （x，y）≡0，∀x，y∈C，和（（1-βn）I）-αnB=1，有un=PCxn，于是由定理3.1知定理3.2

的结果成立。

注：2当B=I，定理3.2为文献[7]中的定理3.2

定理3.3　设H为实Hilbert空间，C为H的非空闭凸子集，　：C×C→R是一二元函数满足条件（A1）-

（A4），设A：C→H是一α-逆强单调映像，{Si：C→C}为非扩张映像可数族，　　　　　　，F∩VI（C，A）∩EP

（　）≠Ø。f：H→H是压缩映像，压缩系数为h∈（0，1），B：H→H是　　强正有界线性算子，其中　　　　定

义如下序列{xn}，{yn}，{kn}，{un}⊂[0，1]：

（3.15）

这里{Wn：C→C}，{αn}，{βn}，{γn}，{rn}满足定理3.1的条件：则{xn}和{un}：强收敛于　　　　　　　　　。

证明：在定理3.1中取A=0，则yn=kn=un，由定理3.1即得定理3.3的结果。

注：3当B=I，定理3.3为文献[7]中的定理3.3

4 应用

4.1 对最优化问题的应用

在本节中我们讨论下面的最优化问题：

（4.，1）
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其中C是Hilbert空间H中之一非空闭凸集，h：C→R是一凸的下半连续泛函，记（4.1）的解集为S，设　：C×

C→R是由下式定义的映像：

　（x，y）=h（y）-h（x）。

现在考虑下面的平衡问题，即求x∈C，使得

　（x，y）≥0，∀y∈C。 （4.2）

易知 满足条件（A1）-（A4），且S=EP（　），其中EP（　）是平衡问题（4.2）的解集。于是由定理3.3可以

得到下面定理：

定理 4.1 对给定的x1∈C定义序列{xn}，{un}：

（4.3）

如果满足下列条件：

（ⅰ）αn+βn+γn=1；　　　　　　　　　（ⅱ）

（ⅲ）　　　　　　　　　　　　　　　　（ⅳ）

则序列{xn}强收敛于最优化问题（4.1）的解PS（I-B+γf）（z）

证明：取Si=I，∀i≥1，则Wn=1，∀n≥1，故由定理3.3知结论成立。

4.2 对非扩张映像可数族和严格伪压缩映像的强收敛性问题的应用

定义4.2　映像T：C→C称为k-严格伪压缩的，如果存在k∈[0，1）使得

设T：C→C是一k-严格伪压缩映像，则映像A=I-T：C→H是一 逆强单调映像[7]。

定理 4.3　设H为实Hilbert空间，C为H的非空闭凸子集， ：C×C→R是一二元函数满足条件（A1）-

（A4）设A：C→H是一α-逆强单调映像，{Si：C→C}为非扩张映像可数族　　　　　　，F∩VI（C，A）∩EP

（　）≠Ø。f：H→H是压缩映像，压缩系数为h∈（0，1），B：H→H是　　强正有界线性算子，其中　　　　 定

义如下序列{xn}，{yn}，{kn}，{un}⊂[0，1]：

（4.6）

这里{Wn：C→C}与定理（3.1）中的相同，{αn}，{βn}，{γn}是[0，1]中的序列，{λn}是[a，b]中的序列，其中{λn}

⊂（0，1-k]，而{rn}⊂[0，∞]中的序列，如果满足下列条件：

（ⅰ）αn+βn+γn=1；　　　　　（ⅱ）　　　　　　　　　　　　　　（ⅲ）

（ⅳ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ⅴ）

则{xn}和{un}强收敛于　　　　　　　　　　　　　。

其中　　　　　　　　　　　　　　。而

证明：由映像A=I-T：C→H是一　　　逆强单调映像[7]，知F（T）=VI（C，A），而且

由定理3.1知结论成立。

注：3定理4.3为文献[7]中的定理4.3的改进和推广。
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Abstract: In this paper，a new iterative algorithm is introduced in Hilbert space. A strong convergence theorem

of equilibrium problems variational inequalities problem and fixed point problems is obtained. The result presented

improve and extend the recent corresponding announced by many others.
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