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1 引言和主要结果
在常微分方程中，有一类比较特殊的类型的方

程，就是欧拉方程。

定义[1]：形状为

（1）

的方程称为欧拉方程，这里 a1，a2，…，an为常

数。f（x）为自由项，当f（x）=0时，称方程为齐次欧拉

方程。当f（x）≠0时，称方程为非齐次欧拉方程。

在文献[1]中，运用变量变换：

x=et，t=lnx，x>0

使齐次欧拉方程化为常系数齐次线性微分方

程，并推导出齐次欧拉方程有形如y=xλ的解，这里

λ由下面的方程确定

λ（λ-1）…（λ-n+1）+a1λ（λ-1）…（λ-n+

2）+…+an=0 （2）

方程（2）也称为特征方程。具体例子请参阅文

献[1]。

当 f（x）≠0时，常采用常数变易法，参见文献

[2]，但这种方法较麻烦。本文考虑当自由项f（x）为

特定形式的欧拉方程，得到：

命题：欧拉方程

其中a1，a2，…，an为常数，f（x）≠0。当满足f（x）

为连续函数且为含对数函数的多项式函数与正余

弦函数的一个组合，即f（x）=Pm（lnx）xλ或 f（x）=xα[A

（lnx）cos（βlnx）+B（lnx）sin（βlnx）]，这里A，B，Pm为

带实系数的多项式，则原方程可以通过变量变换化

成常系数非齐次线性微分方程,进而可以得到此类

方程的通解。

2 主要引理

引理1[1]：常系数齐次线性微分方程

（3）

对应的常系数非齐次线性微分方程

（4）

的特解可用比较系数法（待定系数法）。其中f

（t）满足下列两种形式：

类型I. f（t）=Pm（t）eλt，其中λ为实常数，Pm（t）为

m（m≥0）次多项式，那么方程（4）有形如

（5）

的特解。这里k为特征方程F（λ）=0的根λ的

重数。（当λ不是特征根时，取k=0，当λ是单特征根

时，k=1，当λ是重特征根时，k取重数）。其中Qm（t）

为次数不高于m的多项式。

类型II. f（t）=[A（t）cosβt+B（t）sinβt]eαt，其中

α，β为常数，而A（t），B（t）为带实系数的t的多项

式，且m=max{d（A（t）），d（B（t））}。那么方程（3）有

形如 （6）

的特解。这里k为特征方程F（λ）=0的根α+

βi的重数（k的取法同上）。而P（t），Q（t）为带实系

数的t的多项式，且max{d（P（t）），d（Q（t））}≤m。

注1：在类型II中当β=0时，sinβt=0，cosβt=1，

类型II其实就变为类型I，因此类型I隶属于类型II。

引理2[1]：设xi（t）（i=1，2，…，n）为方程（3）的基本

解组，且x（t）是方程（4）的某一解，则方程（4）的通解

可以表为：

x=c1x1（t）+c2x2（t）+…+cnxn（t）+x（t）

引理3[1]：非齐次线性微分方程的叠加原理：设

x1（t），x2（t）分别是非齐次线性微分方程
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的解，则x1（t）+x2（t）是方程

的解。

3 命题证明与应用举例
当f（x）=Pm（lnx）xλ时，令x=et，t=lnx-∞<t<+∞，

则f（et）=Pm（t）eλt，此时方程（1）的左边化为常系数线

性微分方程，方程整体化为引理1的类型I，欧拉方

程的特解为y（x）=（lnx）λQm（lnx）xλ，其中Qm为多项

式，k的取法同引理1。

当 f（x）=xα [A（lnx）cos（βlnx）+B（lnx）sin（β

lnx）]。令x=et，t=lnx-∞<t<+∞，则f（et）=[A（t）cosβ

t+B（t）sinβt]eαt。此时方程（1）的左边化为常系数

线性微分方程，方程整体化为引理1的类型II，欧拉

方程的特解为 y（x）=（lnx）k[Pm（lnx）cos（βlnx）+Qm

（lnx）sin（βlnx）]xα，其中Qm为多项式，k的取法同引

理1。

结合引理2可得方程（1）的通解y（t）。再把t=

lnx代回，就可以得到（1）的通解y（x）。

注2：上述的特解形式不必去记，因为我们把欧

拉方程的自变量进行了变换，先把关于新的自变量

的通解解出，再把变量代回即可。

注3：由引理3可以将定理推广到自由项是由有

限个连续函数构成的情形。

下面列举几个例子。

例1：求解方程：

解：令x=et，t=lnx，x>0齐次方程的特征方程λ

（λ-1）-4λ+6=0，λ2-5λ+6=0，λ1=2，λ2=3，即原

方程变换为常系数非齐次线性方程

，

因而齐次欧拉方程的通解为y（t）=C1e2t+C2e3t。设非

齐次的特解形式为y（t）=Aet，代入到非齐次线性方

程并比较系数得，A=1/2，用t=lnx代回得原方程的通

解为 。

例2：求解方程：

解：令x=et，t=lnx，x>0，齐次方程的特征方程λ

（λ-1）-λ+2=0，λ1=1+i，λ2=1-i，即原方程变换为

常系数非齐次线性方程

因而齐次欧拉方程的通解为y=C1etcost+C2etsint。设

非齐次的特解形式为y（t）=t（Acost+Bsint）et，代入到

非齐次线性方程并比较系数得，A=0，B=9，用 t=lnx

代回得原方程的通解为 y（x）=C1xcos（lnx）+C2xsin

（lnx）+9xlnxsin（lnx）。

例3：求解方程：

解：令x=et，t=lnx，x>0，易知方程可分解为

与 ，

用比较系数法可得特解为 y1（t）=tet与 y2（t）=cost+

2sint。用 t=lnx代回并结合引理3可得原方程的通

解为y（x）=t[C1cos（lnx）+C2sin（lnx）]+xlnx+cos（lnx）+

2sin（lnx）。

以上三个例子说明，应用命题的结论去解决此

类自由项为特定形式的欧拉方程问题非常简洁，此

命题有一定的用途与价值。
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