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引言
文中考虑的图都是简单无向有限图。如果一个

图能画在平面上使得它的边仅在端点处相交，则称

这个图为可嵌入平面的，或称为平面图。给定图G，

分别用V（G）、E（G）表示G的顶点集、边集。对图G

中任意顶点v，分别用d（v）、N（v）表示v的度数、邻点

的集合。图G的色数χ（G）是指对图G的顶点进行

染色，使得任意两个相邻的顶点染不同颜色所需要

的最少的颜色数。设c是图G的一个顶点染色，若G

中任意相邻的两个顶点u，ν，满足NC（u）≠NC（ν），

则c是图G的一个集合染色，集合染色所需的最少的

颜色数称为G的集合色数，记χs（G）并且χs（G）≤χ

（G）可参见文献[1]。简单图G的一个团是指V中的

一个子集S，使得G[S]是完全图，若不存在团S'使得＝

│S'│>│S│则称│S│为G的团数，记为W（G）。文

中相关的一些定义及符号可参见文献[2]。

1 主要引理
引理1[1] 若G是非空二部图，则χs（G）=2。

引理 2[1] 对任意图 G 有χs（G）≥1+ [log2W

（G）] 。

引理3[2] 若G是k临界图，则k≥δ-1。

引理 4[3] 若 G 是没有四圈的平面图，则δ

（G）≤4。

2 主要结论及证明
定理1 若G是平面图且W（G）=3，则χs（G）=3。

证 由引理2知

χs（G）≥1+[log2W（G）] =1+[log23]=3 （1）

下面证明χs（G）=3。首先证明χ（G）=3。设H

是G的团数为3的团，c：V（H）→{1，2，3}是H的一个

3顶点着色，因为W（G）=3，所以对任意的顶点ν∈

V（G）\V（H）至多与H中的两个顶点相邻，令c（ν）=

{1，2，3}-NC（ν），若NC（ν）=1，则 c（ν）选{1，2，

3}-NC（ν）其中之一，并保证对任意相邻的两点u，

ν有c（u）≠c（ν），依此种规则给G的每个顶点染上

颜色，显然这种染色肯定存在，并且是G的正常顶点

染色，又因为χ（G）≥W（G）=3，故χ（G）=3 而χs

（G）≤χ（G）=3，结合（1）式有χs（G）=3。

事实上，这个定理的条件不是必要的，例如5

圈，其集合色数是3，但其团数是2。另外，若G是不

包含K4的平面图，则G是3集合可着色的。这是因

为若G是不包含K4的平面图，则G中的团数至多为

3，所以由定理1可知χs（G）≤3。由此定理可以知

道轮图和扇形图的集合色数都是3，相关定义可参

见文献[5]。

1958年，Grotzsch证明了每个没有三角形的平

面图都是3顶点可着色的，参见文献[4]，则显然每个

没有三角形的平面图都是3集合可着色的，并且这

个界是可以达到的，例如除三圈外的所有奇圈。

没有4圈的平面图都是4集合可染色的吗？答

案显然，因为有四色定理知每个平面图都是4顶点

可着色的，那么自然是4集合可着色的，下面抛开四

色定理来证明没有4圈的平面图都是4集合可染色

的。首先证明没有4圈的平面图都是4顶点可染色

的。

定理2 没有4圈的平面图都是4顶点可染色

的。

证用反证法。假设定理不成立，则存在一个5

临界平图G，则有引理4知δ（G）≤4，另一方面，由

引理3有δ（G）≥4，所以δ（G）=4。设ν是G中的

一个4度顶点，因为G是5临界的，所以G-ν一定存

在一个正常4顶点着色，设（V1，V2，V3，V4）是G-ν的

一个正常4顶点着色，由于G本身不是4顶点着色

的，所以ν必须和染有这4种颜色中的每一种颜色

的顶点相邻，所以可以假定ν的邻点沿着ν的顺时
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针方向是ν1，ν2，ν3，ν4，这里νi∈Vi，1≤i≤4。

用Gij表示由Vi∪Vj导出的子图G[Vi∪Vj]，于是

νi和νj一定属于Gij的同一个分支。因为若不然，考

虑Gij的一个包含νi的分支。在这个分支中交换颜

色i和j，得到G-ν的一个新的正常4顶点着色，其中

只有三种颜色（因为不包含i）分配给ν的邻点，然而

由前面的叙述可知这种情形不可能发生。所以，νi

和νj一定属于Gij的同一个分支。设Pij是Gij中的（ν

i，νj）路，并将圈νν1P13ν3ν记为C。见图1。

图1 没有4圈的平面图

由于C分隔ν2和ν4，因为在图中ν4∈intC而ν4∈

extC由Jordan曲线定理可知，路P24必然和C相遇于

某一点。因为G是平图，所以这个点必然是顶点，但

这是不可能的，因为P24的顶点被染颜色2和4，而C

的顶点不具有这两种颜色。这就产生了矛盾。从

而，定理得证。

既然没有4圈的平面图都是4顶点可染色的，

那么显然没有4圈的平面图都是4集合可染色的，

并且此上界是可达到的，例如K4，由文献[1]可知χ

（K4）=4。

3 烟花图和风车图的集合色数
在圈Cn=ν1ν2…νnν1的每个顶点νi上增加一

条悬挂边νiνil（i=1，2，…，n），得到图Yn
（1），在每个

顶点νi上再增加一条悬挂边νiνi2（i=1，2，…，n），

得到图Yn
（2）…第k次（k可任意大）增加悬挂边νiνik

（i=1，2，…，n），得到图Yn
（k）…这样，得到一系列的烟

花图Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）。

定理3 若Cn=ν1ν2…νnν1为偶圈时，Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）的集合色数为2，若Cn=ν1ν2…νnν1为奇

圈时，Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）的集合色数为3。

证若Cn=ν1ν2…νnν1为偶圈时，这时我们可

以用标号法判断出Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）是二部图，标号

规则如下 而ν il（i=1，2，…n；j=1，

2，…）染与νi相反的颜色，再由引理1可知Cn=ν1ν2…

νnν1的集合色数为2。

若Cn=ν1ν2…νnν1为奇圈时，显然Yn
（1），Yn

（2）…

Yn
（k）的色数是3，所以，χs（G）≤χ（G）=3，下面证明

Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）的集合色数是3。反证法，假设Yn

（1），

Yn
（2）…Yn

（k）的集合色数是2，c：V（G）→{1，2}是G的一

个2集合着色，在Cn=ν1ν2…νnν1的顶点中必有两

个相邻的顶点着相同的颜色，假定c（ν1）=c（ν2）=1，

因为{1，2}的非空子集只有三个故这两个顶点的邻色

集中必含有1，且分别为{1}，{1，2}现在考虑邻色集为

{1}的点，假定为ν1，则与ν1相邻的顶点ν1i必着色

1，这样NC（ν1i）=NC（ν1）=1，与c是Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）

的集合染色矛盾，故Yn
（1），Yn

（2）…Yn
（k）的集合色数是3。

在圈C2n=ν1ν2…ν2n-1ν2n，n≥2的每个顶点νi

上增加悬挂边νiui（i=1，2…，2n）再加边uiui+1，i≡1

（mod2），得到风车图W2n
*。

定理4 χs（W2n
*）=2。

证明：下面按照如下规则给出W2n
*的一个2集

合染色：c：V（W2n
*）→{1，2}，选择任意一个顶点νi，

以这个顶点为起点按照顺时针方向依次给所有的

顶点交替的着色1，2。容易证明c是W2n
*的一个2集

合染色。因为W2n
*中所有的圈都是偶圈 ，故圈Cn和

圈νiuiui+1νi+1（i=1，2…，2n）上的顶点也是以顺时针

方向交替的着色1，2，因此两个相邻顶点的邻色集

分别为{1}或{2}。又因风车图W2n
*显然不是1集合可

染色的，从而χs（W2n
*）=2。
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Abstract: Region Ⅲ of Qionghai Lake was chosen as representative region to study. By investigating the
wetland plants and comparing the water quality of the samples which were taken from wetlan and Haihe River mouth
close to it. It was found that the quality of water with wet plants and close to Haihe River mouth was much better than
the waster which was collected at the site far away from wet plants in the center of the lake. This experiment shows
that wet plants do have the ability to wipe off some pollutants. Therefore，in order to use minimum cost to make
maximum returns，we should attach more importance to protect natural wetlands to build more constructed wetlands.
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Abstract: For a nontrivial connected graph G，let c：V（G）→N be a vertex coloring of G where adjacent
vertexes may be colored the same. For a vertex ν of G，the neighborhood color set NC（ν）is the set of colors of the
neighbors of ν. The coloring c is called a set coloring if NC（ν）≠NC（u）for every pair u，ν of adjacent vertexes
of G. The minimum number of colors required of such a coloring is called the set chromatic number χs（G）of G.
This paper gives the set chromatic numbers of some planar graphs，which contain the planar graphs of its clique
number is 3，the planar graphs without 4-cycles，fireworks graphs and windmill graphs.
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