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1 邻域基础知识介绍
邻域对于高等数学的研究具有十分重要的意

义，正是邻域族的彼此交迭、关联，形成了一个数的

统一体，使得数在其上能变活，这就是数轴给实数

集带来的邻域结构特征，从而也开辟了对函数值的

邻域性和“活”性认识。如果没有邻域结构观，则很

难建立起极限概念、微分概念、聚点概念等高等数

学基本概念，所以说邻域对高等数学的迅速发展做

出了巨大的贡献，为了更好的学习理解高等数学中

的经典概念，笔者对邻域作比较详细的介绍和归

纳。下面首先介绍邻域的概念和性质：

1.1 邻域的概念

定义1.1.1设X=（X，d）为距离空间，x0∈X，δ>

0，则集合U（x0，δ）={x∈X|d（x，x0）<δ}称为x0的δ

球形邻域。特别地有U（x0，δ）=U（x0，δ）\{x0}，叫做

x0的空心邻域．

1.2 邻域的性质（X=（X，d）为距离空间）

性质1.2.1邻域是集合，且满足：有限个邻域的

交集还是邻域；有限个邻域的并集还是邻域。

性质1.2.2邻域可以成族。比如可记为U（x）=

{Ur（x，δ）|δ>0，r∈{1，2，…，n}}。

性质1.2.3邻域可以互相交迭形成连续统空间。

设Ω⊂X为有界集，则可找到Ω上元素子集

{xi}，使其邻域族{U（xi）}能覆盖Ω，即 。

特别当Ω为有界闭集时，只须有限个（开）邻域{U

（xi，δi）}1m即可覆盖Ω，即 ，这就是著名

的“有限覆盖”定理。

性质1.2.4若Ω⊂X为有限点集，这时∀x∈Ω

的邻域可根据具体情况来定义。

性质1.2.5从意识上讲，对于点x，其（空心）邻域

U（x，δ）可看成一个非点的空间，因而点x与其U

（x，δ）间可看作二象对偶关系。

性质1.2.6邻域具有伸缩性．

性质1.2.7当δ不为无穷小时，若U（x，δ）⊂X，

由于X可度量，U（x，δ）也是可度量的．

2 邻域在高等数学中的应用
2.1 邻域在某些定义中的应用

定义2.1.1设{an}为数列，a为定数。若∀ε>0，

∃N∈N+，使得{aN+1，aN+2，…}⊂U（a，ε），则称数列{an}

收敛于a，记为 。

分析 以前在数学分析书上曾学过的定义

是： =a⇔∀ε>0，∃N∈N+，使得当n>N时，有

|an-a|<ε。从几何意义上看：“当n>N时，有|an-a|<

ε”意味着：所有下标大于N的项an都在邻域U（a，

ε）内。由此，得到以上定义。

定义 2.1.2 设 f 为定义在 R 上的函数，A 为定

数。若对∀ε>0，∃δ>0，使得 f（U（x0，δ））⊂U（A，

ε），则称函数 f当 x→x0时以A为极限，记为 f

（x）=A。

分析 对照以前学过的极限定义： f（x）=f

（x0）⇔∀ε>0，∃δ>0，使得当0<|x-x0|<δ时，有|f

（x）-A|<ε。定义中，不等式0<|x-x0|<δ等价于x∈

U（x0，δ）而不等式|f（x）-A|<ε等价于f（x）∈U（A，

ε）。由此，得出了上述定义。

定义2.1.3设函数f在x0的某个邻域U（x0）内有

定义，若对∀ε>0，∃δ>0，使得 f（U（x0，δ）∩U

（x0））⊂U（f（x0），ε），则称函数f在x0点连续。

分析 因为函数 f 在 x0 点连续⇔ f（x）=f

（x0）。也就是说函数在某一点的连续性是通过极限

来刻画的，由定义2.1.2知上述结论成立。

定义2.1.4设 f为定义在区间G上的函数，若对

G内任一点x0，都有∀ε>0，∃δ>0，使得f（U（x0，δ）

∩G）⊂U（f（x0），ε），则称函数f为G上的连续函数。

分析 以前学过若函数f在其定义区间上每一

点都连续，则称f为连续函数。因此，由定义2.1.3知
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上述结论成立。

定义2.1.5若函数f在点x0的某邻域U（x0）内对

一切x∈U（x0）有

f（U（x0））⊂（-∞，f（x0）] （f（U（x0））⊂[f（x0），+

∞）），则称函数f在点x0取得极大（小）值，称点x0为

极大（小）值点。

2.2 邻域在某些定理证明中的应用

2.2.1 有限覆盖定理

定义 设S为数轴上的点集，H为邻域的集合

（即H的每一个元素都是某点的邻域）。若S中的任

何一点都含在H中至少一个邻域内，则称H为S的

一个开覆盖，或称H覆盖S。若H中邻域的个数是

无限（有限）的，则称H为S的一个无限覆盖（有限覆

盖）。

有限覆盖定理 设H为闭区间[a，b]的一个（无

限）覆盖，则从H中可选出有限个邻域来覆盖[a，b]。

证明 用反证法 假设定理的结论不成立，即

不能用H中有限个邻域来覆盖[a，b]。

将[a，b]等分为两个子区间 和 ，

则其中至少有一个子区间不能用H中有限个邻域

来覆盖，记这个子区间为[a1，b1]，则[a1，b1]⊂[a，b]，且

b1-a1 。

再将[a1，b1]等分为两个子区间 和

，同样，其中至少有一个子区间不能用H

中有限个邻域来覆盖，记这个子区间为[a2，b2]，则[a2，

b2]⊂[a1，b1]，且b2-a2 。

重复上述步骤并不断地进行下去，则得到一个

闭区间列{[an，bn]}，它满足

[an，bn]⊃[an+1，bn+1]，n=1，2，…，

即{[an，bn]}是区间套，且其中每一个闭区间都不

能用H中有限个邻域来覆盖。

由区间套定理，存在唯一的一点ξ∈[an，bn]，n=

1，2，…。由于H是[a，b]的一个开覆盖，故存在H中

邻域U（x0，δ）∈H，使ξ∈U（x0，δ）。于是，当n充

分大时有[an，bn]⊂U（x0，δ）。这表明[an，bn]只须用H

中的一个邻域就能覆盖，与挑选[an，bn]时的假设“不

能用H的有限个邻域来覆盖”相矛盾。从而证得必

存在属于H的有限个邻域能覆盖[a，b]。

2.2.2 应用有限覆盖定理证明有界性定理

有界性定理 若函数f在闭区间[a，b]上连续，

则f在[a，b]上有界。

证明 由连续函数的局部有界性，∀x'∈[a，b]，

∃U（x'，δx'）及Mx'>0，使得

|f（x）|≤Mx'，x∈U（x'，δx'）∩[a，b]

考虑邻域集合H={U（x'，δx'）|x'∈[a，b]}，

显然H是[a，b]的一个无限开覆盖。由有限覆

盖定理，存在H的一个有限子集

H*={U（xi，δi）|xi∈[a，b]，i=1，2，…，k}

覆盖了[a，b]，且存在正数M1，M2，…Mk，使得对

一切x∈U（xi，δi）∩[a，b]有|f（x）|≤Mi，i=1，2，…，k。

令 ，

则对任何x∈[a，b]，x必属于某个U（xi，δi），即|f

（x）|≤Mi≤M。即证得f在[a，b]上有界。

2.2.3 应用有限覆盖定理证明一致连续性定理

一致连续性定理 若函数f在闭区间[a，b]上连

续，则f在[a，b]上一致连续。

证明 由 f在[a，b]上的连续性，任给ε>0，∀
x∈[a，b]，∃δx>0，使得当x'∈U（x，δx）∩[a，b]时有

（*）

考虑邻域集合 ，

显然H是[a，b]的一个开覆盖。由有限覆盖定

理，存在H的一个有限子集

覆盖了[a，b]。记 。

对任何x'，x''∈[a，b]，|x'-x''|<δ必属于H*中的

某个邻域，设x'∈ ，即 ，此时有

由（*）式知 和 。

由此得|f（x'）-f（x''）|<ε。所以f在[a，b]上一致

连续。
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The Application of Neighborhood in Higher Mathematics
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Abstract: In this paper，we introduce the neighborhood first，then we summary some applications of
Neighborhood in Higher Mathematics to show the importance of neighborhood，and we hope that it is helpful to
understand some basic concepts of Higher Mathematics.
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Abstract: In generally textbooks of Advanced Mathematics，the methods of solving Poisson integral was less
mentioned. It encountered Poisson integral in practical problem usually，such as heat conduction problem or
probability problem. It couldn’t solve integral value with New-leibniz formula，because the primitive function of
integrand wasn’t elementary function. This paper introduces several simple methods of solving Poisson integral，due
to its complex in common.
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