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1 引言
人类可利用的自然资源一般可区分为两类。

一类是终将耗尽的不可再生资源，一类是在合理的

开发利用范围内可持续发展的可再生资源。无论

是不可再生还是可再生的资源，其开发利用都要进

行优化配置，数学上可以在最优化理论的框架内进

行研究。关于可再生资源优化配置的问题，前人[1-5]

主要研究了一个决策主体的最优控制问题，也就是

仅考虑资源市场上只有一个资源供给者的情形，或

者说研究资源总量的宏观优化问题。但用寡头竞

争的博弈理论研究可再生资源的工作不多见。

资源寡头竞争理论主要研究在资源储量约束

下，为了达到资源的优化配置，各生产寡头如何选

择资源开发的时间路径。因为寡头的竞争和博弈

是在有限或者无限的时间区间上进行的，其数学模

型可以建立成动态微分博弈，每个参与人关于资源

开发路径的最优选择都是一个最优控制问题。当

每个寡头都拥有自己的资源时，有N个参与人就由

N个相互制约的最优控制问题，而且都含有资源储

量的状态方程约束，这些使得资源寡头竞争博弈模

型的一般分析较为困难。特别是对于可再生资源，

资源储量状态方程较不可再生资源复杂，使得在动

态微分博弈的框架内对其进行研究更具有难度。

但是当资源的单位生产成本固定时，不可再生资源

的寡头博弈模型的分析变得易于处理，这方面的研

究工作已有一些进展[6-8]。

本文用寡头竞争理论的方法研究可再生资源

的寡头均衡路径。在一些较特殊的假设条件下，建

立了一个可再生资源的寡头博弈模型，获得了资源

储量总量和市场总供给满足的微分动力系统。于

是可以从数理上研究资源储量总量和市场总供给

的均衡特征，研究在均衡路径上可再生资源的长期

定性行为：终将耗尽还是获得一定的增长而可持续

发展。

2 多寡头博弈模型
假设市场上有N（N≥2）个生产寡头开发生产

同一种资源，每个生产者拥有自己的初始资源储

量。该资源的市场逆需求函数已知，并取线性形式

p（q）=p-q，其中p是资源的市场价格，q是资源的市

场需求量，p是资源市场的最高价格（瓶颈价格）。

假设生产者的单位生产成本与当期的资源储量有

关，资源储量越少生产成本越大。每个生产者有相

同的单位生产成本函数 ， 也取线性形

式， ，其中 为现有的资源储量。定

义 使得 ，即 。令 ，便

可以得到 。显然当生产成本高于市

场最高价格p时，生产者不会有任何资源供给（因为

此时的资源供给没有任何正的利润）。也就是说当

时，生产者的资源市场供给为零。鉴于此，不

妨称变换 中的 为生产者的可供资源储

量或有效资源储量。因为生产者的可供资源储量

对应了资源总储量 ，所以 对应了单位生产成

本 。后文的资源储量概念就

是指变换后的有效资源储量 。

考虑资源可再生的情形。为了分析的简便，假

设资源具有固定的自然增长率，即有资源的自然增

长方程： ，其中点表示变量对时间的导数，κ

表示资源的自然增长率。记生产者在时刻t的资源

开发生产量为qt（不引起混淆时，简记为q），则有资

源储量满足的微分方程

（1）

因为都是同一种自然资源，也不妨认为资源的

自然增长率对每个资源拥有者是相同的。所以方

程（1）是所有生产者决策时依据的约束条件。
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现在考虑每个生产者决策行为。假设生产者i

的初始资源拥有量为Ru，计划在无限时间域[0，∞]

上对资源进行开发并投放市场。每个生产者都是

理性经济人，都知道自己的利益以及其他生产者的

利益由自己及其他生产者的生产行为相互决定。

每个生产者都要把各自资源的生产开发合理地在

时间域上进行优化配置，即每个生产者都要最大化

自己在[0，∞）上的贴现利润。生产者i在时刻t的资

源开发率设为qit，贴现因子设为θ，θ＞0。注意到

当生产者i的资源储量为xi时，其单位净利润为π=p

（q）-c（xi）=cxi-q，其中q是市场的资源供应总量，q=

∑qi。那么i的资源开发策略qit的选择就是求解最

优化问题（不引起混淆时，qit也用qi表示。其它所有

时间依存变量都类似标记，不再说明）

（2）

s.t. ，xi（0）＝Ri （3）

qi≥0， （4）

xi≥0. （5）

i=1，2，…N

这是一个N参与人的动态微分博弈模型，下面

研究它的均衡路径和均衡特征。

3 均衡条件
给定其余生产寡头的均衡策略选择qjt（j≠i），生

产者i的均衡策略选择就是要求解i的最优控制系

统（2）~（5）。也就是说视qjt（j≠i）为已知函数，求解

i在[0，∞）上的最优控制函数qit。笔者主要关注内

点均衡解，即qi＞0，xi＞0，约束条件（2.3）、（2.4）变成

松约束。系统（2）~（5）的Hamilton函数则可以定义

为Hi=（cxi-q）qi+λi（κxi-qi），λi是状状态约束方程

（3）的协态变量。博弈均衡的内点解由下面的最优

性条件（6）和欧拉方程（7）刻画：

（6）

（7）

将（6）中λi的导数代入到（7）式，并注意到状态

方程 ，即可得到

i=1，2，…，N （8）

式（8）中的N个方程便确定了博弈的均衡策略

（q1，q1，…，qN）。将其求和后得到市场总量均衡方程

（9）

其中 是时刻t时N个生产寡头的有效

资源储量总量，显然有 （10）

方程（9）和（10）便构成了市场总量均衡路径满

足的动力系统。这是一个简单的线性系统，其动力

学行为由参数θ、κ和c确定。参数c与单位生产成

本有关；参数κ是资源的自然增长率；参数θ是贴

现因子，反映了决策者对时间的偏好。θ取值越

大，贴现率越高，决策者越偏好近期经济利益。因

此，当θ取值较大时，称相应的决策是近期利益主

义的；当θ取值较小时，相应的决策是长期利益主

义的。一个直观的结论是，如果资源的自然增长率

很低，而决策者的生产行为又是近期利益主义的，

那么尽管资源是可再生的，但是因为生产者近期的

过度开发，资源最终会耗尽。相反，资源可能不会

被耗尽而保持适度的增长。本文就是针对此问题

建立数学模型并借助于模型从数理上进行解释和

验证。

4 均衡特征分析
笔者关心较低的资源增长率情形，假定 。

于是关于系统（9）~（10），首先有

性质1 当 时，（0，0）

是系统的鞍点；当 时，（0，

0）是系统的发散结点。

证明 显然（0，0）是系统（9）~（10）的平衡点，

且对（9）~（10）的系数矩阵

容易计算其特征值为

当 时，

可得 ，从而系统具有一

个正特征值和一个负特征值，所以（0，0）是系统的

鞍点。而当 时，系统具有两

个正的或两个具有正实部的特征值，（0，0）是系统
的发散结点。证毕。

该性质表明，反映决策者时间偏好的贴现因子
θ取值的高低对资源市场均衡路径会产生不同的
重要影响。当决策者具有长期理性（注重长期利
益，贴现率较低）时，（0，0）是系统的发散结点，从而
当时间趋于无穷时，资源储量x和资源供给量q都不
会趋于零，而是获得一定的持续增长。当决策者是
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近期理性行为人（注重近期经济利益，贴现率较高）

时，（0，0）是系统的鞍点。这时系统有一条正向趋

于（0，0）的稳定轨，也有一条正向远离（0，0）的发散

轨。此时，资源的储量和供给量是增长还是趋于耗

尽，数学上的结论都是可能的。但是我们下面将证

明，此时模型的均衡路径一定位于系统的稳定轨，

从而（q，x）→（0，0），有效资源将最终耗尽。下面具

体研究鞍点情形。

因为系统是线性的，其发散轨位于正特征值r1
的特征向量所在的直线，其稳定轨位于负特征值r2
的特征向量所在的直线。为了确定这两条轨线的

位置，先给出一个引理。

引理 矩阵J的特征值r必有形ξ=（k-r，1）T的

特征向量，而且当 时，成立

下面的不等式

（1）θ＞2κ （11a）

（2）0＞κ-r1 （11b）

（3） （11c）

证明 显然矩阵J的特征向量不可能为ξ=（u，

0）T（否则由Jξ=rξ可得u=0），所以可以假设J关于

特征值r有特征向量为ξ=（u，1）T。再根据Jξ=rξ

中的第二个方程，即可得到u=k-r。所以矩阵J的特

征值 r对应的特征向量可取为（k-r，1）T，于是从 J

（k-r，1）T=（k-r，1）T的第一个方程又可以得到

（12）

因为有假设条件 ，所以

2κ-θ＜2κ-

（11a）成立。再由r2＜0及（12），可得

（11c）成立。

最后分两种情形验证（11b）。如果θ≤κ，注

意到r1＞0以及（12），κ-r1＜0成立；如果θ＞κ，注

意到 成立时，

，所以根据r1的表达式，也有

κ-r1＜κ-θ＜0。证毕。

因q≥0、x≥0，下面只需在q-x平面的第一象限

内讨论博弈的均衡路径（图1）。由0＞κ-r1知，特征

向量ξ1=（k-r1，1）T不在第一象限，故不考虑发散

轨。记Гx为如下方程描述的直线（即在Гx上x=0）

F（q，x）=-q+κx=0

记Гq为如下直线（即在Гx上q=0）

记E为特征向量ξ2=（k-r2，1）T所在的直线。

注意到（11c）中不等式的各项分别是直线Гx、

E 与Гq的斜率，以及 F 与 G 的梯度方向（Fq，Fx）=

（-1，κ）与 分别指向

左上与右下，便可以得到系统（4.11）~（4.12）的相位

定性图（图1）。图中，Гx把q-x平面的第一象限分

成X+与X-两个区域，X+与X-分别表示资源储量x增

加与减少的区域；Гq也分第一象限为Q+与Q-两个

区域，Q+与Q-分别表示资源供给量q增加与减少的

区域。

图1 均衡路径相位图

于是得到模型鞍点情形的一个基本结果。

命题 当 时，寡头博弈

模型的资源储量总量x与资源供给总量q的均衡路
径是系统（9）~（10）的稳定轨E。

证明 如图1所示，除稳定轨E外，（9）~（10）的
其它轨线或者如L1或者如L2。

对于L1，因为轨线进入Q+⊂X-，q单调增加，x单
调减少，必存在时刻T使得L1与x轴交于（qT，0）（否
则x恒大于零且qt→+∞，显然与状态约束方程（10）
矛盾）。由轨线的连续性，存在τ使得当t∈（τ，T）
时，每个生产者在（τ，T）内的单位利润cxit-qt＜0，
故在（τ，T）内把资源投放市场不是最优选择。但
在（τ，T）内，qt＞0，必有生产者供给资源。所以L2

也不是博弈的均衡路径。
对于L2，因为轨线进入X+，x单调增加，必存在

时刻T使得L2与x轴交于（0，xT）。事实上，如果L2不
与x轴相交，则有qt＞0（t∈（0，+∞）），而且根据此时
x的单调增加性，必有xt→+∞。但由不等式（11a），
θ＞2κ，根据方程（9）以及X+⊂Q-中q的单调减少
性，当xt→+∞时必有qt→-∞，矛盾。所以博弈的最
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优路径在时刻T结束，否则在时间T后q单调减少而

取负值，不满足q≥0的约束。但是此时xT＞0，所以

至少有一个生产者i的资源储量xiT＞0，而其单位利

润cxiT-qT=cxiT＞0，生产者i在时间T后继续开发资源

并投放市场可以增加利润。这与此后市场总量供

给为零矛盾。所以 L2 也不可能是博弈的均衡路

径。证毕。

性质2 当 时，在均衡

路径上资源总储量与总供给都单调减少。

证 由上面的命题，此时的均衡路径位于系统

（9）~（10）的稳定轨E，而E位于区域X-∩Q-，所以资

源总储量与总供给都单调减少。证毕。

这些性质和命题的结论表明，尽管决策者都是

经济理性人，都考虑到了长远的经济利益（考虑到

了各期经济利益的贴现值），但是如果过于偏重近

期经济利益（贴现率θ取值较大，

），尽管资源是可再生的，资

源也会逐渐减少并趋于耗竭；相反，如果决策者给

长期经济利益以较大的权数（贴现率θ取值较

小， ），博弈的均衡路径的正

向将远离原点，资源储量和供给保持适度增长而实

现可持续发展。

作为问题的高度抽象，

θ=θ（κ，c，N）= 可以看作

可再生资源的反映临界阀值的一种决策临界值。

决策者的决策必须位于临界阀值之内，否则会造成

可再生资源的短期过度开发而终将导致枯竭。

不妨把θ（κ，c，N）称为可再生资源系统的阀

值函数，它与参数κ、c、N的关系如下：

性质3 θ（κ，c，N）是κ、N的增函数，是c的

减函数。

证明 注意假设条件 ，将θ（κ，c，N）

分别对κ、c、N求导即得。证毕。

这一结果的经济含义明显。第一，κ是资源的

再生率，再生率的提高可以提高系统的阀值，生产

者的近期开发可以适当提高而不至于破坏系统的

可持续发展性。第二，参数c反映了生产者的开发

成本，c值越大，则生产者的生产成本越低，其近期

利益驱动越大，就越容易造成资源的过度开发。所

以这种资源的系统阀值越低，即生产者看重近期经

济利益的贴现参数θ超过一个较小的阀值，资源系

统的可再生性也可能遭到破坏。第三，随着参与人

数N的增加可再生资源系统的阀值将会提高的这一

结论似乎不明显。但是究其原因，在于我们是对每

个参与者都拥有私有资源的情形建模，参与人的增

加相当于发现了新的资源，所以资源系统的可持续

性会提高。否则，如果是所有生产者对同一资源进

行寡头开发的情形（公共地问题），参与人的增加无

疑增加了资源的承载负荷，在一个更低的系统阀之

内，资源的可再生性也可能遭到破坏。

5 结束语
本文建立了一个可再生资源的N寡头博弈模

型。为了能够进行数学分析，笔者在模型上作了

一些特殊假定：（1）资源的市场需求函数为线性；

（2）资源的单位生产成本为资源储量的线性函数；

（3）资源具有固定的自然增长率。在这些假设条

件下，得到了资源储量总量和市场总供给满足的

动力系统，从而可以对其长期动力学行为进行定

性分析。

本文考虑的主要问题是，在各理性决策人的均

衡策略选择下，可再生资源是否会趋于耗尽。笔者

用适当简化的数学模型从数理上证明了，如果决策

者是近期利益主义的，可再生资源像不可再生资源

一样终将枯竭；如果决策者是长期利益主义的，那

么可再生资源不会被耗尽而可持续发展。所以人

们在开发利用自然界本就稀缺的各种资源时，一定

要眼界开阔、放眼未来，而不能只顾眼前利益而忽

略长远利益。资源的可持续发展需要决策者具有

高瞻远瞩的决策理性。
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Equilibrium of An Oligopoly Game Played in Renewable Resource Market

YU Zhao-yang
（Xichang College，Xichang，Sichuan 615013）

Abstract: In this paper，we construct an oligopoly game of renewable resource extraction in which the growth
rate is fixed at a constant and the unit production cost function takes the linear form. We study the equilibrium
equation satisfied by the equilibrium strategy of the players，and discuss the long-run properties of the total resource
reserve level and the total extraction rate on the equilibrium path of the game. The mathematical analysis shows that
the extraction strategy which neglects the long-run profits will exhaust the resource at all in the long time and the
one which emphasizes the long-run profits will make the resource grow hence get its sustainable development in the
long run.

Key words: Renewable resource；Oligopoly game；Equilibrium path；Resource depletion

University of Science and Technology，Baotou，Inner Mongolia 014010）

Abstract: Based on factor space，present representation extension and feedback extensions of rough fuzzy
concept by using extension principle of rough fuzzy sets，the approximate to rough fuzzy concept extension is given
out by using feedback extension envelope of rough fuzzy concept.

Key words: Rough fuzzy sets；Extension principle；Feedback extension；Representation extension；Feedback
extension envelopes
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