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1 引言
迭代是自然界中一个普遍现象，最简单的迭代

是我们熟悉的数学分析中函数的复合，同一个函数f

（x）的多次复合称为函数f（x）的迭代。而以迭代为

基本运算的等式就叫迭代函数方程，简称迭代方

程。迭代方程伴随着迭代理论的发展，许多数学家

的研究使这一领域形成一个完整的理论体系，成为

与差分方程、动力系统、微分方程有着紧密联系的

数学分支。早在一百多年前，Babbage、Abel、Isaacs、

Jr.M.K.Fort、Kuczm等就开始了迭代函数方程的研究

工作。我们更青睐于多项式型迭代方程

（1）

其中f（x）是未知函数，F（x）是已知函数的研究，它较

迭代根问题要复杂得多，也深得重视，从而使这一领

域的研究非常活跃。Dhombres、Jarczyk、张伟年、

Nabeya等研究了当F（x）是线性函数时的情形[2-8]，当

F（x）为非线性函数时，对方程（1）式的研究相对困

难，赵立人构造了一致收敛的函数序列证明当n=2

时（1）式连续解的存在性[9]，此法不能证明方程（1）

连续解的存在性，到1986年，张伟年利用在泛函空

间中寻找不动点定理证明了（1）式连续解的存在性
[10]，随后又讨论了方程（1）式的可微解、对称解和特

征解[11—14]。（1）式在F（x）单调递减和非单调情形下的

凸解也被讨论[15，16]。在他们工作的启发下，[1]文讨

论了在函数不需保持端点不变的情形下连续解的

存在性，本文继[1]，继续讨论（1）式在没有端点限

制，F（x）非单调情形下连续解的存在性，同时讨论

非单调解的唯一性和稳定性。

2 非单调函数的解
对于方程（1），设其满足下列条件：

（H1）：λ1＞０，λi≥０，i=2，3…，n

（H2）： ，即规范化条件成立

并采用记号：C（I）=｛f（x）│f（x）为定义在[a，b]上

连续实函数的全体｝，X（I，i，L）=｛f（x）∈I，a≤f（x）≤

b，i（y-x）≤f（y）-f（x）≤L（y-x），∀x，y∈I，且y＞x｝C

（I）关于范数‖f（x）‖=max｛│f（x）│，∀x∈I｝是一

个banach空间。

引理2.1[15] X（I，-m，M）是C（I）上的一个紧凸

子集。

引理2.2 若 0＜m＜M，f（x），g（x）∈X（I，-m，

M），则‖fn-gn‖≤ ‖f-g‖，n=1，2，…，n。

定理2.3 若方程（1）满足条件（H1）和（H2），函

数F（x）∈X（I，-M，M），并且存在m，使得当0＜m＜

M，有 及 成立，则方

程（1）存在连续非单调解f（x）∈X（I，-m，M）。

证明 构造映射：T：X（I，-m，M）→C（I），使得

由条件知：对∀x∈I，a≤Tf≤b成立。对任意x，

y∈I，x＞y，有：

（3）

（4）

由此知Tf（x）是X（I，-m，M）上的自映射。又任

取f，g∈X（I，-m，M），有

（5）

从而，T 是 X（I，-m，M）的连续自映射。由

Schauders不动点定理，Tf有一不动点 f∈X（I，-m，
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M），使得Tf（x）=f（x）成立，即：

，从而定理得证。

3 非单调解的性质
定理3.1 若方程（2）满足条件（H1）和（H2），且

（6）

则方程（1）在X（I，-m，M）上存在唯一解。

证明 由定理 2.1 的证明和（6）式，存在 0＜

α＜1有

由Banach不动点定理知方程（1）有唯一解f∈X

（I，-m，M）。

定理3.2 若方程（1）满足定理（2.3）的条件且

则方程（1）存在解f连续依赖函数F（x）。

证明 设有多项式迭代方程

和 ，其中 F（x）、G（x）∈X（I，-M1，

M1），f（x）、g（x）∈X（I，-m，M），有

所以，

定理得证。
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Non-monotonic Solutions of Polynomial-like Iterative Equation
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Abstract: This paper followed the first one continues to discuss the existence of continuous solutions of the
polynomial-like iterative equation ，without an assumption of monotonicity. Meantime，it discusses the
uniqueness and stability．
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