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引言
在数论中，有一个著名的定理，它有着极其广

泛的应用，那就是欧拉——费马定理：

假设a为整数，p为素数且（a，p）≡1则a（mod p）

（注：此定理也可写成：对任意素数p和任意整

数a恒有ap≡a（mod p））

为了以一种简捷的方式证明此定理，我们只需

一些半群理论及群论的相关知识。

1 等价关系（equivalence relation）
（1）关系（relation）

定义1.1如果X是一个非空集合，ρ是Cartesian

积X×X的一个子集，即ρ⊆X×X那么ρ叫做X上

的一个关系。

特别值得一提的关系是恒等关系 Ix=｛（x，x）：

x∈X｝以及关系ρ的逆ρ-1=｛（x，y）∈X×X：（y，x）∈

ρ｝。

（2）二元运算

定义1.2如果G是一个非空集合，每个函数G×

G→G叫做G上的一个二元运算。二元运算通常用

符号o表示，（a，b）∈G×G在一个二元运算下的像

常记作aob，本文中有的地方把aob写成ab（乘法记

号）。

以B（X）表示集合X上所有关系的集合，那么B

（X）上的一个二元运算，我们可如此

定义1.3如果ρ，σ∈B（X）那么ρoσ=｛（x，

y）∈X×X：（∃z∈X），（x，z）∈ρ且（z，y）∈σ｝。

（3）等价关系

给定集合X上的一个关系ρ我们说：

（ⅰ）关系ρ是自反的（reflexive）如果Ix⊆ρ这

就是说（∀x∈X）（x，x）∈ρ

（ⅱ）关系ρ是对称的（symmetric）如果ρ-1=ρ

这就是说（∀x，y∈X）（x，y）∈ρ⇒（y，x）∈ρ

（ⅲ）关系ρ是传递（Transitive）如果ρoρ⊆ρ

这就是说（∀x，y，z∈X）[（x，y）∈ρ且（y，z）∈ρ]⇒

（x，z）∈ρ

定义1.4如果非空集合X上的一个关系ρ同时

满足（ⅰ）（ⅱ）（ⅲ）三条规律，那么我们便称关系ρ

是非空集合X上的一个等价关系。

等价关系一般用符号～来表示，设ρ是非空集

合X上的一个等价关系，若（a，b）∈ρ我们常常记为

a~b，这种记法使用起来形象直观方便，于是等价关

系中的三条规律可表示成：

I、Reflexive:（∀x∈X）x~x

II、Symmetric:（∀x，y∈X）x~y⇒y~x

III、Transitive：（∀x，y，z∈X）（x~y且y~z⇒x~z）

2 集合的分类与集合上的等价关系
下面，我们给出关于一个集合的非常重要的概

念

定义2.1给定非空集合X上的一个子集族｛Ai：

i∈I｝，我们说｛Ai：i∈I｝是集合X的一个分类，如果：

（ⅰ）（∀i∈I）Ai≠Φ；

（ⅱ）（∀i，j∈I）Ai=Aj或Ai∩Aj=Φ；

（ⅲ） Ai=X。

关于集合的分类与集合上的等价关系两者间

的关系，本文只给出下面的

定理2.1非空集合X的元间的一个等价关系~

决定集合X的一个分类。

证明：给定 X 中的一个元 a，记[a] =｛b∈X│

b~a｝，称[a]为a所在的等价类。很明显，[a]是集合X

的一个子集，我们说所有等价类子集构成X的一个

分类。我们分三步来说明这一点。

（ⅰ）每个等价类[a]≠Φ，因为a~a，从而a∈[a]

（ⅱ）任意两个等价类[a]和[b]，[a]∩[b]=Φ或[a]=

[b]

首先，我们注意到这样一个事实：a~b⇔[a]=[b]

（本文限于篇幅证明留给读者）若[a]∩[b]≠Φ则∃
c∈X，使得c∈[a]且c∈[b]，从而c~a且c~b，即a~c且

c~b，因此a~b，所以有[a]=[b]。
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（ⅲ）所有等价类的并显然是非空集合X。

3 半群及其上的同余关系
定义3.1一个半群是指一个非空集合G和G上

满足（ⅰ）结合律：（ab）c=a（bc）（对所有的a，b，c∈

G）的一个二元运算，常记作（G，o）。

定义3.2设ρ是半群（X，o）上的一个等价关系，

如果（∀s，s'，t，t'∈X）（s，s'）∈ρ且（t，t'）∈ρ有（st，

s't'）∈ρ，我们把等价关系ρ叫做同余关系。

如果把等价关系ρ表示成～，则等价关系～是

同余关系，当且仅当（∀s，s'，t，t'∈X）s~s'且 t~t'有

st~s't'（注意：同余关系中涉及到X中元素间的运算

而等价关系则没说）。

4 模m同余
定义4.1假设m＞0为固定的整数，如果a，b∈z

且m│（a-b）那么我们说a与b模m同余，并且表示

成a≡b（modm）

关于模m同余，很清楚它指出了整数集合Z中

元间的一种关系，我们将会看到：

命题4.1模m同余是整数集合Z上的等价关系，

并且Z恰好分成m个等价类

证明：（1）模m同余是整数集合Z上的等价关

系，这是因为：

（ⅰ）（∀a∈Z）a≡a（modm）因为m│（a-a）；

（ⅱ）（∀a，b∈Z）a≡b（modm）⇒b≡a（modm），

因为m│（a-b）⇒m│（b-a）；

（ⅲ）（∀ a，b，c∈Z）[a≡b（modm）且 b≡c

（modm）]⇒ a≡c（modm），因为[m│（a-b）且 m│

（b-c）]⇒m│[（a-b）+（b-c）]⇒m│（a-b）；

注意：（∀ a，b∈Z）a~b⇔ a≡b（modm）⇔m│

（a-b）

（2）Z被Z上的等价关系模m同余分成m个等价

类，这是因为：

将整数a的等价类记为[a]。[a]=[b]⇔a~b⇔a≡b

（modm）（*）给了任意整数a，由除法算式知道：存在

唯一一对整数q和r，o≤r＜m使得a=mq+r于是a-r=

mq，从而m│（a-r）因此 a≡r（modm）由式子（*）知

[a]=[r]。由于a是任意整数而o≤r＜m，从而每个等

价类必为[o]，[l]，…，[m-1]中之一，但是这m个等价

类是两两不同的：因为如果o≤i＜j＜m则o＜j-i＜

m，从而m不整除（i-j）因此i≡j（modm）不成立。由

式子（*）知[i]≠[j]这表明整数集Z上关于模m同余的

等价类只有m个。进一步我们还有：

命题4.2模m同余是半群（Z，o）（其中o是普通

乘法运算）上的同余关系。

证明：我们要证明：（∀a，a'，b，b'∈Z）a~a'且b~b'

有ab~a'b'

注意到命题4.1的证明过程中我们指出的：

a~b⇔a≡b（modm）⇔m│（a-b）（Δ）若 a~a'且

b~b'则m│（a-a'）且m│（b-b'）从而m│b（a-a'）且m

│a'（b-b'）。因此 m│[b（a-a'）+a'（b-b'）]即 m│

（ab-a'b'）由式子（Δ）有ab~a'b'。

5 群论中的相关概念及一个重要定理
定义5.1如果一个半群G包含一个（ⅱ）（双侧）

幺元素e∈G，使得ae=ea=a（对所有a∈G）便称G是

一个幺半群；

如果幺半群G满足（ⅲ）对于每个a∈G，均存在

（双侧）逆元素a-1∈G使得a-1a=aa-1=e便称G是一个

群；

如果半群G的二元运算满足（ⅳ）交换律：ab=ba

（对所有的a，b∈G）便称G是交换幺半群或Abel半

群；

定义5.2一个群G的元素的个数叫做这个群G

的阶，常记作│G│

定义5.3若a是群G的一个元，能够使得am=e成

立的最小的正整数m叫做元素a的阶，a的阶常记作

│a│；若不存在正整数m使得am=e，我们说a的阶

无限。

假设G是群，H是它的非空子集，如果对于每个

a，b∈H均有ab∈H我们说H对于G中的二元运算

是封闭的。

定义5.4假设G是群，H是它的非空子集，且H

本身对于G中的二元运算是封闭的，如果H本身对

于G中的二元运算是群，则称H为G的一个子群，记

作H＜G。值得指出的是，子群H中的幺元素e就是

G中的幺元素，H中元素a在H中的逆元a-1就是a在

G中的逆元。

定义5.5设a是群G中的一个元素，且│a│=n，

集合S=｛a，a2，…an｝对于G中的二元运算是G的一个

子群，称作是由阶为n的元a生成的子群，记作〈a〉下

面我们给出本文中的一个极其重要的

定理5.1设R（~）是幺半群G上的一个同余关

系。幺半群G上的所有R等价类组成的集合G/R对

于二元运算[a][b]=[ab]是幺半群（其中[x]表示x∈G的

等价类），如果G为[Abel]群，则G/R亦然

证明：注意到[a][b]=[ab]是可以定义的，因为：

如果[a]=[a']，[b]=[b']即a~a'，b~b'，从而ab~a'b'（～

是同余关系）所以[ab]=[a'b']这就是说，两个等价类

参与规定的二元运算的结果与等价类的代表元无

关。

这个二元运算满足（ⅰ）结合律：（[a][b]）[c]=[a]
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（[b][c]）（证明留给读者）（ⅱ）存在（双侧）幺元素[e]，

使得[a][e]=[ae]=[a]=[ea]=[e][a]，于是G/R为幺半群。

如果G为群，则[a]∈G/R显然有逆元素[a-1]，因

此G/R也是群。类似地，G的交换性导致G/R的交

换性。

下面的事实很容易由定理5.1得出：交换幺半

群（Z，o）（o是普通乘法运算）上的模m同余的所有

等价类（由命题4.1事实上只有m个等价类）的集合

记为Zm=｛[0]，[1]，…[m-1]｝规定二元运算[a][b]=[ab]

则Zm关于该二元运算是交换幺半群，其中[1]是幺元

素。

命题5.1如果m为素数，Zm的非零元素组成的集

合Zm
+=｛[1]，[2]，…[m-1]｝关于二元运算[a][b]=[ab]形

成（m-1）阶群。

证明：Zm
+关于二元运算[a][b]=[ab]是封闭的（证

明留给读者）。∀[a]∈Zm
+则[a]≠[0]，即a≡0（modm）

不成立。从而m不整除a，但m为素数，所以（m，a）=

1，从而存在s，t∈Z使得ms+at=1（实际上，由于m是

素数，t不是m的倍数，即[t]≠[o]）于是at≡1（modm）

从而由式子（*）知[at]=[1]，即[a][t]=[t][a]=[1]，即[a]∈

Zm
+中有逆元而Zm

+显然满足结合律，而Zm中的幺元

素[1]也是Zm
+中的幺元素，从而结论成立。

为了完成欧拉——费马定理的证明，我们还需

要群论中的一些知识。

6 陪集与指数
我们看一个群G和G的一个子群H，我们规定

一个G上元间的关系R：

（∀a，b∈G），（a，b）∈R⇔ab-1∈H读者很容易

证明关系R是G上的一个等价关系。由定理2.1知

G上的等价关系R决定了G上的一个分类

定义6.1由上面规定的群G上的等价关系R所

决定的类叫做子群的H右陪集。包含元a的右陪集

用符号Ha来表示（实际上，Ha=｛ha│h∈H｝，这个事

实读者容易证明）。

类似地，我们如果这样规定一个G上元间的关

系L：（∀a，b∈G）（a，b）∈L⇔a-1b∈H，它也是G上的

一个等价关系。利用这个等价关系，我们可以得到

G的另一个分类。

定义6.2由上面规定的群G上的等价关系L所

决定的类叫做子群H的左陪集。包含元a的左陪集

用符号aH来表示（其中aH=｛ah│h∈H｝）。值得提

醒读者的是，H的右陪集和左陪集一般情况下是不

相同的，但它们之间有一个共同点。

定理6.1一个子群H的右陪集的个数和左陪集

的个数相等，它们或者都是无限大或者都是有限并

且相等。

证明：我们把H的所有右陪集作成的集合记为

sr，H的所有左陪集作成的集合记为sl。建立对应

Φ：sr→sl，Ha｜→ a-1H，事实上Φ是一个sr到sl的一个

一一对应。因为：

（i）Ha=Hb⇒ab-1∈H⇒ba-1=（ab-1）-1∈H⇒（b-1）-1

（a-1）∈H⇒a-1H=b-1H，所以右陪集Ha的像与a的选

择无关，Φ是sr到sl的一个映射；

（ⅱ）sl的任意元aH是sr的元Ha-1的像，所以Φ

是满射；

（ⅲ）a-1H=b-1H⇒ab-1=（a-1）-1（b-1）∈H⇒Ha=Hb，

所以Φ是单射。于是我们有下面的

定义6.3一个群G的一个子群H的右陪集（或者

左陪集）的个数叫做H在G中的指数，记为[G：H]

关于子群H和它的每一个右陪集Ha，我们有如

下的

引理6.1一个子群H与H的每一个右陪集Ha之

间都存一个一一映射。

证明：建立对应Φ：H→Ha，h｜→ ha，我们说Φ

实际上是H与Ha间的一个一一映射，因为：

（ⅰ）H的每个元H都有一个唯一的像ha，Φ是

映射；

（ⅱ）Ha的每个元ha都是H中h的像，Φ是满

射；

（ⅲ）若h1a=h2a则h1=h2，Φ是单射。

由这个引理，我们可以得到极其重要的定理6.2

和定理6.3

定理6.2假定H是一个有限群G的一个子群，且

│H│=n，[G：H]=j，│G│=N则有N=nj

证明：G的阶N阶是有限的，那么H的阶n和指

数j都是有限正整数。G的N个元被分成j个右陪集，

而由引理6.1，每一个右陪集都有n个元，从而N=nj。

定理6.3一个有限群G的任一元a的阶n都整除

G的阶N

证明：a生成一个阶是n的子群〈a〉，由定理6.2

知n│N。

推论6.1设群G的阶为N，a是G中的任意元，则

有aN=e。

证明：设│a│=n，由定理6.3知n│N，即N=nq

（q是整数）。但an=e从而aN=（an）q=eq=e。

7 Proof of Euler-Fermat Theorem
考察Zp（P是素数）的非零元素组成的集合Zp

+=

｛[1]，[2]，…[p-1]｝

Proof:（i）由命题5.1知：Zp
+关于二元运算[a][b]=

[ab]形成（p-1）阶群；
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（ii）∀a∈Z且（p，a）从而a≡0（modp）不成立，即

[a]≠[0]，从而[a]∈Zp
+；

（ⅲ）由推论6.1知：[a]p-1=[1]，从而[ap-1]=[1]，因此

ap-1≡1（modp）。

最后指出，欧拉——费马定理常表现为：（a是

任意整数，p是素数）ap≡a（modp）。
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