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1 引言
第五世纪的一位著名的 pythagorasi 派学者

philolaus曾说过：“如果没有数和数的性质，世界上

任何事物本身或其与别的事物的关系都不能为人

所清楚了解”[1]。的确，数在初等数学与高等数学中

无处不在，甚至有些数极为重要，譬如大家熟悉的0

与1，还有其它更加重要的常数，如π，i，ω，e，人们

习惯分别称它们为圆周率、虚数单位、黄金分割数、

纳皮尔常数。关于前三者的论述文章颇多，e却是

唯一一个不为古人所知的一个常数。它随着科技

发展越来越多地出现在微积分、概率统计等学科

中；它是在今天的银行业中对银行家最有帮助的一

个数，此外在考古学的碳-14定年法、古画的铅-210

或镭-226鉴定法中也有所涉及，甚至在法国著名昆

虫学家法布尔的《昆虫记》一书第九卷中有这样的

描述：“当一条悬链弯曲成两点不在同一垂直线上

的曲线时，人们便把这曲线称为悬链线。这就是一

条软绳子两端抓住而垂下来的形状；这就是一张被

风吹鼓起来的船帆外形的那条线条，这就是母山羊

耷拉下来的乳房装满后鼓起来的弧线。而这一切

都需要e这个数”、“…… 现在，这个奇妙的数e又出

现了，就写在蜘蛛丝上。在一个浓雾弥漫的清晨，

让我们检视一下夜间刚刚织好的网吧。粘性的蜘

蛛丝，负着水滴的重量，弯曲成一条条悬链线，水滴

随著曲线的弯曲排成精致的念珠，整整齐齐，晶莹

剔透。当阳光穿过雾气，整张带着念珠的网映出彩

虹般的亮光，就像一丛灿烂的宝石。e这个数是多

么的辉煌！”

目前，初等数学教材以及理工科相关教材中对

于e通常作如下定义：“在科学技术中常常使用无理

数e，它的前十位小数是2.7182818284…，以其为底

的对数叫做自然对数，为了简便，N 的自然对数

logeN记为lnN，以e为底的指数函数ex和自然对数函

数lnX在高等数学中占有重要地位”[2]。此时，有人

不禁要问：常数e到底是怎样的一个数呢？其值是

如何而来的？在十进制的系统里，用这样奇怪的数

为底，难道会比以10为底的常用对数更自然吗？

2 推动e产生的三个问题
2.1 复利问题

所谓复利，民间俗称“利滚利”，就是先得到利

息后，可以把利息并进本金再生利息。但是本金与

利息的总和（以下简称本利和）的多少与计息周期

有关，显然计息周期缩小，在相同时期内本利和在

加大。那么，复利会随着计息间隔的无限缩小时，

本利和会膨胀到无限大吗？事实上，设本金P以年

利率r计息，一年以复利计息n次，总共计算t年，如

果让n无限制的加大，t年后的总额 ，那

么n无限大时，Sn应该趋于一个稳定值，这是从实际

观察而来，而不是严密的数学结果，这个结果着实

让十七世纪的数学家大吃一惊，因为那时还没有极

限概念，那么，这个稳定值是多少呢？

2.2 几何问题

在一个直角坐标系中，如图1所示画出双曲线

的图形，那么以这条曲线、x轴、直线x=1以及直

线x=x0所围成的封闭图形的面积为1时x0取何值？事

实上，我们可以探讨四边形（梯形）ABCD面积来逼近x0

的取值，由图可知， ，这样便

有下式 ，整理即得 ，于
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图1 双曲线y= 1
x
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是解得 ，这样，x0的取值应该大于上

述值。同样做法，我们还可以探讨梯形A1B1CD面积

来逼近x0的取值，这里A1为曲线 在B点处切线
与线段AC之交点，通过计算可得 ，因

此x0的取值应该小于此值，那么x0的真值为多少呢？

2.3 对数问题

恩格斯曾评价“对数与解析几何、微积分为十

七世纪三大数学发明”。对数是由苏格兰数学家纳

皮尔为了简化天文学问题中球面三角计算问题而

发明的，并于1614年在其著作《论述对数的奇迹》一

文中将乘除法运算转化为简单的加减法运算。然

而，为了方便计算对数值，必须编制一个对数表，当

然首先想到用10为底，但是这样编制出来的lgN取

值很小时，N就很大了。于是就面临选择一个适当

的底数使真数N的取值间隔尽可能的小。经过多年

的探索，纳皮尔发现底数取值接近1时可以基本达

到这样的效果，编制出来的对数表就非常精确实

用。于是最后选定 为

底数。当然，我们现在已经知道这一结果与e非常

接近，至此应该可以明了“自然”含义的渊源。

3 符号e的出现
随着对于复利等问题研究的不断深入，人们越

来越意识到此类问题都和一个极限值有关。1683

年瑞士数学家雅各布·贝努利提出此数值就是

当n→∞时的极限，但是伯努利只估计这个极

限值在2与3之间。大家都知道，数列 是

一个首项为2的递增数列，在开始的时候增长速度

较快，但是n大于100以后， 的值的增长就很

慢了。瑞士数学家欧拉用级数

首 次 用 笔 计 算 到 小 数 点 后 23 位 ，其 结 果 为

2.71828182845904523536028…。随后，欧拉定义

的值为e，并于1728年在其一篇未发表

的手稿《遗作》中这样表述“这个数的对数是1，以e

命名之，它的值为2.71828…”。至于欧拉为什么用

字母e来表示自然对数的底，有人认为e来自他自己

名字的首字母；也有人认为e来自于指数英文的首

字母；还有人认为e是第二个元音字母，因为欧拉在

其著作中已经使用了第一个元音字母a。无论什么

理由，符号e首次公开出现是在1731年欧拉写给哥

德巴赫的一封信中。

4 e的本质研究
对于e的本质研究，大致可以分为如下两个层

次。一是关于e是否是两个整数之比即是有理数还

是无理数，1737年欧拉给出了e和e2是无理数的证

明，此外，欧拉和拉格朗日在柏林学院的一位同事

Johann.Heinrich Lambert也给出如果x为有理数（不

是0），则ex不能为有理数（或ex对正整数x是无理

数）的结论。在现行的高等教材中，一般使用反证

法，利用微积分中无穷级数理论给出严密证明，这

里我们提供形式较简单的证明过程：

假设e是有理数，即 ，其中p，q都是大于1

的正整数，由于

，

于是 ，

对上式两边同时乘以q！，显然等式右侧为一个

整数，右边整理并记，

这样， ，且

= ，

故矛盾，从而e是无理数。
此外，第二个层次是需要进一步探讨e是否是

某个整系数代数方程的根即是代数还是超越数的
问题，1873年查尔斯·赫米特给出了e是超越数的证
明，其证明详见文[3]。

5 e的广泛应用
正如philolaus所言“你不仅可以在鬼神的事务

上，而且在人间的一切行动和思想上乃至一切行业
和音乐上看到数的力量”。无理数e的出现，对于数
学学科而言，除了自然指数函数、自然对数函数、双
曲函数的相关应用之外，与e有关的研究与结果极
为丰富，如欧拉公式的复数形式eiπ+1=0被人们称为
人类最宝贵财富之一，这一公式巧妙地把纳皮尔常
数、虚数单位、圆周率、以及0与1联系在一起，真可
谓鬼斧神工、巧妙之至！这一点恰好成为古希腊亚
历山大时期新柏拉图主义派领军人物普洛克努斯
的名言“那里有数，那里有美”的绝佳映照。此外，
其它自然科学的发展也会处处可见与无理数e有关
的痕迹，如物体的冷却、细胞的分裂、细菌的繁殖、
放射性元素的衰变等。正因为如此，科学才成为吸
引人们进行不懈探索的精神动力，从而显示人类不
断进化的本质力量。尽管如此，人们也发现e与其
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它重要常数之间一些尚未发现的“神秘”关系，如e

在π的结果中，第13位数同是9，第17 位数同是2，

第18 位同是3，第21 位同是6，第34 位又同是2，人

们甚至猜测每隔10 位数就会出现一个数相同。还

有人猜测在π的数字中必有e的前n位数字，在e的

数字中必有π的前n位数字[4]。由此，我们可否大胆

猜测包括e在内的几个著名常数的其它美妙事实可

能还被深埋在尚未发现的数学知识之中。
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