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【摘 要】本文利用物理学中常见的热传导理论，形象地阐释了二阶齐次线性偏微分方程的本质。
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微分方程的产生是与物理学、天文学、金融学

等应用学科的发展相辅相成的。现实世界中绝大

多数事物的内在联系是极其复杂的，其状态随着时

间、地点、条件的不同而不同，我们只能通过对问题

进行简化和某些假定，从中找出其状态和状态的变

化规律之间的关系，也就是一个或一些函数与它们

的导数之间的关系，这种关系的数学表达式就是微

分方程。其中偏微分方程指含有未知函数及其偏

导数的方程，描述自变量、未知函数及其偏导数之

间的关系。在解决实际问题中，我们更多地应用二

阶线性偏微分方程。

二阶线性偏微分方程是指具有如下形式的方

程：

a +b +c +d +e +fu=g(x,y)

其中a,b,c,d,e为常数，f为x和y的函数。

1 利用物理学中的“热传导现象”，揭示二阶
齐次线性偏微分方程所蕴涵的热传导过程的
一般规律

当物体内部各处的温度不一致时，热量就会从

高温处向低温处传递，这被称为“热传导现象”。现

在假定存在一导热物体，它在空间中占据的区域为

G，边界面为 ，用温度函数u(x,y,z，t)表示物体在 t

时刻和（x,y,z）位置的温度，来建立温度函数需要满

足的关系式。

设想从物体G内任意割取一个由光滑曲面L所

围成的区域D（见图1）。

根据热量守恒定律，D内各点的温度由任一时

刻t1的u(x,y,z,t1)改变为t2时刻的u(x,y,z,t2)所吸收（或

释放）的热量Q1，应等于从t1到 t2时间内通过L进入

（或流出）D内的热量Q1和D内热源提供的热量Q2的

总和。

下面来决定D内温度改变所需的热量Q。

首先，假定物体的比热为c(x,y,z)，密度为 。

则无穷小体积dv= dXdYdZ的温度由u(x,y,z,t1)升高到u
(x,y,z,t2)所需要的热量dQ为：

dQ=c [ u (x,y,z,t1)－u (x,y,z,t2)]dv
整个D由于温度改变需要的热量是：

Q=

根据牛顿-莱布尼兹公式

u (x,y,z,t2)－u (x,y,z,t1)=

于是Q= = dt

进而求出通过L进入D的热量Q。通过傅里叶

热传导定律，可以知道：在无穷小时间间隔dt内通

过一个法矢量为n的无穷小曲面dS，流向n所指那

一侧的热量为：

dQ=-k(x,y,z) dsdt

其中k(x,y,z)是该物体在点（x,y,z）处的热传导系

数。它恒为正，数值大小取决于组成物体的材料的

性质；n是曲面的外法线， 是温度函数在（x,y,z）

处沿外法线n的方向导数。其中n所指的那一侧为

dS的正侧，因此，该式表示了在dt时间内从dS的负

侧流向正侧的热量。因为热量总是从温度高的一

侧流向温度低的一侧，所以用负号表示热流的方向

与温度梯度的方向相反。

考虑光滑封闭曲面L，设在其上确定了一条连

续变动的单位外法线n,则在两个时刻t1 和 t2内，经

由该物体内任意封闭曲面L进入D的热量为：

Q1=－ dt

应用奥斯托洛夫斯基－高斯公式，有

Q1= = 0
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最后求热源提供的热量Q。

物体内部可能存在热源，如果令物体内部的热

源密度为

F（x,y，z,t）＞0,则在时间（t1,t2）内物体热源所产

生的热量为：

Q2= dt

根据热量守恒定律有：

Q= Q1+Q2

于是有：

=0

由于时间间隔（t1,t2）以及区域D是任取的，因此

在任意时刻，该物体内任意点，上式中的三重积分

恒等于0。所以在我们所考察的空间范围和时间范

围内恒有：

这就是温度函数应当满足的偏微分方程。如

果物体是均质的，则k,c和 均为常数。

令 a2=k /c

则方程可以改写为：

在没有热源的情况下，也就是说F(x,y,z,t)=0,上

述方程可以进一步改写为齐次方程：

如果该物体是一长度为L的均匀长杆，则热传

导方程的形式为：

，x∈L

在物理上，该方程定义了热量在空间中传导的

一种模式：u(x,t)代表了在一根两端绝缘的匀质细长

棒中各个点的温度，它随着细棒长度x和时间t的变

化而变化，其变化规律满足的方程就是我们所研究

的二阶齐次线性偏微分方程。换句话说，二阶齐次

线性偏微分方程在物理学中反映了一种热传导过

程。

2 在相应的定解条件下，确定某一特定物理
过程的具体状况

上面得出的只是热传导过程的一般规律，仅仅

依靠它还不能确定某一特定物理过程的具体状

况。为了确定具体的物理状况，不仅依靠传导方

程，还必须另外附加条件。这在物理意义上很明

显，只要知道物体在某一时刻t0的温度分布和它在

t≥t0时边界 上的热状态，就可以完全确定该物体

在t0以后时刻的温度变化情况，描述这些状况的数

学条件分别称为初始条件和边界条件，通称为定解

条件。

初始条件给出了t0时刻的温度分布，即：

u = (x,y,z)∈G

边界条件给出边界面 上的热状态，它的形式

有以下三种情况。

第一边界条件：直接给出物体在边界 上的温

度。

u = (x,y,z)∈
第二边界条件：如果已知单位时间内通过

上单位面积从物体向外流出的热量，即已知热

流强q(x,y,z,t)=-k(x,y,z)

这时的边界就是

= t≥t0

第三边界条件：如果已知物体周围介质温度s

(x,y,z,t),根据热交换定理，在单位时间内通过物体表

面单位流向介质的热量q,同物体与介质在表面的温

度成正比，即q=h(u－s),其中h是热交换系数，仍然

根据傅里叶定律，有：

即

因此，这时的边界条件为：

其中 为 上的已知函数。

由此我们可以得知，二阶齐次线性偏微分方程

不仅刻画了一个随着时间不断演化的动态热传导

过程，而且通过对传导方程加上初始条件和边界条

件，还可以捕捉到某些特定的时刻，我们所关心的

物理量的某种特殊状态，由此，我们对二阶齐次线

性偏微分方程就有了更深刻的理解。
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