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" 预备知识

设’为具有范数(·(与内积 %·，·& 的实 ’()*+,- 空间. /’表示’中所有非空子集所成的幂集. 01
2’ 3 是’中所有非空有界闭子集的全体. 42·，· 3 是 012’ 3 上的 ’56789,:: 距离. ; 表示’内的恒等映象。

设 <2’ 3表示’上的所有 <6==> 集的全体。映象 <：’)<2’ 3称为映象。如果 < 是 <6==> 映象. 则* !+’. <
2 ! 3 2简记为 < ! 3 是 ! 上的 <6==> 集且用 < ! 2 > 3 表示 > 在 < ! 中的隶属函数。设 ?+<2’ 3 . @+ A B，" C . 则集合

2? 3 @ D $ !+’：?2 ! 3&@E称为 ? 的 @ F 切集。

一个 <6==> 映象 <：’)<2’ 3称为是闭的. 如果对* !+’. 函数 >)< ! 2 > 3是 6G 7G H 的。一个闭 <6==> 映象

<：’)<2’ 3满足条件 2$ 3 . 如果存在映象 5：’) A B，" C . 使得* !+’. 集合 < !5 2 ! 3是非空有界的。

显然. 如果 <6==> 映象 < 映象是闭的且满足条件 2$ 3 . 则* !+’恒有 < !5 2 ! 3+012’ 3。
设 ’(：’)<2’ 3 是闭的且满足条件 2$ 3 的 <6==> 映象. 则存在函数 5(：’) A B，" C 使得对* !+’恒有

（’( !）5( 2 ! 3+012’ 3 2 ( D ". /. I. ! 3 . 于是可定义集值映象 ’(：’)012’ 3 J 如下J
* !+’. ’( 2 ! 3 D （’( !）5( 2 ! 3 . ( D ". /. I. !
我们称 ’( 为 <6==> 由映象 ’( 诱导出来的集值映象（( D ". /. I. ! ）。

设 K：’ L’)’和 M. N：’)’是单值映象. ’(：’)<2’ 3是满足条件 2$ 3的 <6==> 映象. 5(：’) A B，" C
是给定的映象（( D ". /. I. ! ）. 设 O：’)’是单值映象. 对*=+’. P2·，= 3：’)/’是 O F 单调映象. 且对*
!. Q+’. M 2 ! 3 F N2Q3+89N2P2·，3 3。 我们考虑以下的变分包含问题J

找 !，6. !. Q. =+’，使得

’" ! 2 6 3&5" 2 ! 3 . ’/ ! 2! 3&5/ 2 M 2 ! 3 3 . ’I ! 2 Q 3&5I 2 ! 3 . ’! ! 2 = 3&5! 2 ! 3，且 2 " 3
B+! F K2 M 2 ! 3 . 6 3 R P2M 2 ! 3 F N2Q 3 . = 3

本文利用 ’ F 单调映象的预解算子技术讨论广义 <6==> 隐拟变分包含问题 2 " 3 解的迭代算法逼近与其

收敛性. 推广了前人的研究 A " F S C结果。

定义 "G "A" C 设 O：’)’是一个单值映象. ?：’)/’是一个集值映象被称为

2 " 3单调的. 如果J %6 F !. ! F >& &B.* !. >+’. 6+?2 ! 3 . !+?2> 3。
2 / 3" F 松弛单调的. 如果存在常数 N& B. 使得

%6 F !. ! F >& & F "( ! F >(/.* !. >+’. 6+?2 ! 3 . !+?2> 3。
2 I 3O F 单调的. 如果J ? 是 " F 松弛单调的且 2O R #?3 2’ 3 D’.*#& B. #+T。

2 ! 3$ F 4 F U(V7HW(-= 连续的. 如果J,$& B. 使得J 4 2?2 ! 3 . ? 2 > 3 3%$( ! F >(.* !. >+’。

O F 单调映象的广义隐拟变分包含
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【摘 要】本文引入了一类 O F 单调映象的广义隐拟变分包含问题. 利用 O F 单调映象的预解算子

技巧研究了这类变分包含解的迭代算法逼近 . 证明了其解的存在性以及由算法生成的迭代序列的收敛

性。
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定义 $. " 设 /：’)’是单值映象) 称 /
*$ +# % 强单调的) 如果0,#1 2) 使得0 3! % ,) / * ! + % / * , + 1 &#$( ! % ,(")* !) ,+’
* " + # % 强单调) 如果存在常数 #1 2) 使得 3/* ! + % / * , + ) ! % ,1 &#( ! % ,(")* !) ,+’
* 4 +$ % 56789:6;< 连续的) 如果0,$1 2) 使得(/ * ! + % / * , +(%$( ! % ,()* !) ,+’
定义 $. 4 =：’ >’)’被称为

* $ +第一变元 56789:6;< 连续的) 存在常数 #1 2 使得

(=* !) · + % =* ,) · +(%#( ! % ,( * !) ,+’
* " +第一变元关于映象 / 松弛 56789:6;< 连续的) 存在一个常数 %1 2 使得

3! % ,) =*?) · + % =*&) · + 1 % % %( ! % ,(" * !) ,+’) ?+/ * ! + ) &+/ * , +
类似地) 可以定义 =：’ >’)’第二变元 56789:6;< 连续。

" 迭代算法

引理 ". $@$ A 设映象 ’：’ >’)’是 # % 强单调且 (：’)"’是 ’ % 单调映象) 则 ( 是极大单调的) 对*
"1 2) 可以定义 ’ % 单调映象 ( 的预解算子 &’

() "：’)’如下0
&’

() " * < + B *’ C "(+ % $ * < + )*<+’

并且 ( 的预解算子是 % 56789:6;< 连续的) 其中 2 3" 3 ) 即

由引理 ". $ 我们很容易得到

引理 ". " * !) ?) &) D) < +是问题 * $ +的解当且仅当 * !) ?) &) D) < +满足

/ * ! + B E*D+ C &’
( *·，< + ) " *’ * / * ! + % E*D+ + % "& C "=*/ * ! + ) ? + * " +

其中 ?+F$ * ! + ) &+F" * / * ! + + ) D+F4 * ! + ) <+F! * ! +且 "1 2 是常数。

注 ". $ 由引理 ". 4 知变分包含问题 * $ +与下列不动点问题等价

, !+’) ?+F$ * ! + ) &+F" * / * ! + + ) D+F4 * ! + ) <+F! * ! + ) 使得0
! " ! % /* ! + C E*D+ C &’

( *·，< + ) " *’ * / * ! + % E*D+ + % "& C "=*/ * ! + ) ? + * 4 +
利用 * 4 +式及 =GHIJ#@K A的结果) 可以构造变分包含问题 * $ +解的迭代算法0
算法 ". $ 对给定的 !2+’) ?2+F$ * !2 + ) &2+F" * / * !2 + + ) D2+F4 * !2 + ) <2+F! * !2 +。对任意常数 "1 2。利用

=GHIJ#@K A可以得到迭代序列 L !M N) L?M N) L&M N) LDM N) L<M N满足0
!M C $ B !M % / * !M + C E*DM + C &’

( *·，< + ) " *’ * / * !M + % E*DM + + % "&M C "=*/ * !M + ) ?M + +
?M+F$ * !M +：(?M % ?M C $(% * $ C * M C $ + % $ +O *F$ * !M + ) F$ * !M C $ + +
&M+F" */ * !M + +：(&M % &M C $(% * $ C *M C $ + % $ +O*F" * / * !M + + ) F" * / * !M C $ + + + M B 2) $) ") 4) ⋯（!）

DM+F4 * !M +：(DM % DM C $(% * $ C * M C $ + % $ +O *F4 * !M + ) F4 * !M C $ + +
<M+F! * !M +：(<M % <M C $(% * $ C * M C $ + % $ +O*F! * !M + ) F! * !M C $ + +

4 存在性与收敛性

定理 4. $设 F6：’)P*’ +是闭的且满足条件 *$ +的 P?<<, 映射) F6：’)QR*’ +是由 F6 所诱导出来的集

值映象且 F6 是 ’6 % O % 56789:6;< 连续的（6 B $) ") 4) !）。 设 /：’是 #6 % 强单调的 $$$ % 56789:6;< 连续的) E：’
)’是 $$" % 56789:6;< 连续的) =：’ >’)’第一变元是 $"$ % 56789:6;< 连续和关于映象 / 是 #" % 松弛 5678S
9:6;< 连续的) 且第二变元是 $"" % 56789:6;< 连续的。设映象 ’：’)’是 # % 强单调和 ( % 56789:6;< 连续的且对

* !) ,+’) ’ * ! # $ + B ’* ! % , + B ’* ! + % ’* , + ) 设 T：’ >’)"’是集值映象) 使得对*<+’) T*·) < +：

L
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# $% &’ ’!" ( #)!* $+ ( , &$
%) ( $)

%
$#)!* $+ ( ,&$ & ) ( $!) ( $+ ( , & ) & $%) ( $) &

%) ( $)

’))’是 - ( 单调的. 且 / $ ! & ( 0$ 1 &+230$4$·. 5 & & .* !. 1+’。假设

* !. 1+’.(6-
7 $· . ! & . " $ 5 & ( 6-

7 $· . 1 & . " $ 5 &(%&( ! ( 1( $ 8 &
且存在常数 "* 9 使得

%* $. #)!* $+ ( ,&$ : $!) ( $+ ( , & ) & $%) ( $) &

其中 , ; + ( )#+ : ’)
++ : $+ : <( &)"’+) : &)! : !’++ + ( )= : (). % ; ’)+’++. $ ; ’)))+ : ’++))

则, !$+’. <$+>+ $ !$ & . *$+>) $ / $ !$ & & . ?$+>" $ !$ & . 5$+>! $ !$ & 是问题 $ + & 的解. 且迭代序列

# !@ A. #<@ A. #*@ A. #?@ A. #5@ A分别强收敛于 !$. <$. *$. ?$. 5$。

证明：记 ! ; + B $ = ( "% & . C $ !. <. *. ? & ; -$/ $ ! & ( 0$?& & ( "* : "D$/ $ ! & . < & . +@ ; + : $+ : @ & ( +. 由（!）有

( !@ : + ( !@( ;( !@ ( !@ ( + ( $ / $ !@ & ( / $ !@ ( + & & : $0$?@ & ( 0$?@ ( + & & : $6-
7 $·，5 & . " $ C $ !@. <@. *@. ?@ &

( 6-
7$·，5 ( + &. " $C$ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + &(%( !@ ( !@ ( + ( $/$ !@ & ( /$ !@ ( + & &( :(0$?@& : 0$?@ ( + &(

:(6-
7 $·，5 & . " $ C $ !@. <@. *@. ?@ & ( 6-

7 $·，5 & . " $ C $ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + &(
:(6-

7 $·，5 & . " $ C $ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + & ( 6-
7 $·，5 ( + & . " $ C $ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + &( $ E &

因为 / 是 #+ ( 强单调的 ’++ ( FGHIJCGK5 连续的. 0 是 ’+) ( FGHIJCGK5 连续. 利用 D33=L% M技巧我们有

( !@ ( !@ ( + ( $ / $ !@ & ( / $ !@ ( + & &(% + ( )#+ : ’)
++( !@ ( !@ ( +( $ N &

(0$0$?@ & ( 0$?@ ( + &(%’+) $ + : @ ( + &O $-" $ !@ & . -" $ !@ ( + & &%’+))"+@( !@ ( !@ ( +( $ P &
由引理 )Q +. 我们有

6-
7$·，5&. " $C$ !@. <@. *@. ?@& & ( 6-

7$·，5&. "$C$ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ (+ &(%!( $C$ !@. <@. *@. ?@& ( C$ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + &
%! #(/ $ !@ & ( / $ !@ ( + & ( $-$ / $ !@ & & ( -$ / $ !@ ( + & & & ( :(-$0$?@ & & ( -$0$?@ ( + & & ( !@ : !@ ( + : " $D $ /

$ !@ & . <@ & ( D$ / $ !@ ( + & . <@ & &(
:( !@ : !@ ( + ( $ / $ !@ & ( / $ !@ ( + & &( : " $D $ / $ !@ ( + & . <@ & ( D$ / $ !@ ( + & . <@ ( + &( : "(*@ ( *@ ( +( A $ +9 &

因为映象 -：’)’是 ( ( FGHIJCGK5 连续和 = ( 强单调的. 0 是 ’+) ( FGHIJCGK5 连续. 我们有

(/ $ !@ & ( / $ !@ ( + & ( $-$ / $ !@ & & ( -$ / $ !@ ( + & & &(%’++ + ( )= : ()( !@ ( !@ ( +( $ ++ &
(-$0$?@ & & ( -$0$?@ ( + & &(%(’+)(?@ ( ?@ ( +(%(’+) $ + : @ ( + &O$>" $ !@ & . >" $ !@ ( + & &

%(’+))"+@( !@ ( !@ ( +( $ +) &
因为 D 第一变元是 ’)+ ( FGHIJCGK5 连续和关于映象 / 是 #) ( 松弛 FGHIJCGK5 连续的. 第二变元是 ’)) (

FGHIJCGK5 连续的. 我们有

( !@ ( !@ ( + : " $D$ / $ !@ & . <@ & ( D$ / $ !@ ( + & . <@ & &() ;( !@ ( !@ ( +() : )" R!@ ( !@ ( +. D $ / $ !@ & . <@ & ( D$ /
$ !@ ( + & . <@ & * ")(D$/ $ !@ & . <@ & ( D$ / $ !@ ( + & . <@ & &()% $ + ( ) &"#) : ’)

)+")’)
++( !@ ( !@ ( +() $ +" &

(D$/ $ !@ ( +. <@ & ( D$ / $ !@ ( + & . <@ ( + &(%’+)+@O$>+ $ !@ & . >+ $ !@ ( + & &%+@)+’))( !@ ( !@ ( +( $ +! &
由于 >) 是 )) ( O ( FGHIJCGK5 连续的. / 是 ’++ ( FGHIJCGK5 连续的. 我们有

(*@ ( *@ ( +(%+@O $>) $ / $ !@ & & . >) $ / $ !@ ( + & &%))+@’++( !@ ( !@ ( +( $ +8 &
由条件 $ 8 & . 我们有

(6-
7 $·，5 & . " $ C $ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + & ( 6-

7 $·，5 ( + & . " $ C $ !@ ( +. <@ ( +. *@ ( +. ?@ ( + &(
%&+@O$>! $ !@ & . >! $ !@ ( + &%+@&)!( !@ ( !@ ( +( $ +% &

综合 $ E & S $+% & . 我们得到

( !@ : + ( !@(% # + ( )#+’)
++ : !+ ( )#)" : ’)

)+’)
++") : +@!" $’)))+ : ’++)) & : $+ : <( & +@’+))" : +@&)! :

!’++ + ( )K : () A( !@ ( !@ ( +( ; $,@ : T@ $" & &( !@ ( !@ ( +( ; ,@( !@ ( !@ ( +( $ +E &
其中 ,@ ; + ( )#+’)

++ : $+ : <( & +@)"’+) : +@&)! : !’++ + ( )K : (). T@ $" & ; ! + ( )#)" : ’)
)+’)

++") : +@!"
$’)))+ : ’++)) &

令 , ; , : T$" &。其中 , ; + ( )#+’)
++ : $+ : <(& )"’+) : &)! :!’++ + ( )K : (). T $" & ;! + ( )#)" : ’)

)+’)
++") :
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!" $#%%$& ’ #&&$% (
我们知道 %")%。而由 $ ) (式可知 % *&+ 因而当 " 充分大时 %" *&+ 所以 , !" -是 ./0123 列+ 即有当 ")# 时

!") !$+’。由 45（5 6 &+ %+ 7+ !）的 859:125;< 连续性可知 ,0"+ -+ ,&" -+ ,=" -+ ,<" -均是 ./0123 列+ 假设 0")0$+
&")&$+ =")=$+ <")<$+ 则

> $ 0$+ 4& $ !$ ( (%(0$ ? 0"( ’ >$0"+ 4& $ !$ ( (%(0$ ? 0"( ’ $&( !" ? !$() @
因而 0$+4& $ !$ ( + 同理 &$+4% $ A $ !$ ( ( + =$+47 $ !$ ( + <$+4! $ !$ (。
再由 A $· (，B$· (，C$·，· (关于各个变量的连续性和假设 $ D ( + 我们有

(EF
G $·，< ( + " $ 2 $ !"+ ="，0"+ &" ( ? EF

G $·，< ( + " $ 2 $ !$，=$+ 0$+ &$ ( ((%!(2 $ !"+ ="，0"+ &" ( ? 2 $ !$，=$+ 0$+ &$ (
( ’ ’"($D( !" ? !" ? &()@+ $ ")# ( $&H (

由 $ I (和 $ &H (有：!$ 6 !$ ? A$ !$ ( ’ B$=$ ( ’ EF
G $·，< ( + " $ A $ !$ ( ? B$=$ ( ? "&$ ’ "C$A $ !$ ( + 0$ ( ( + 即有

A $ !$ ( 6 B$=$ ( ’ EF
G $·，< ( + " $ A $ !$ ( ? B$=$ ( ? "&$ ’ "C$A $ !$ ( + 0$ ( (。

由引理 %J 7 知 $ !$，0$+ &$+ =$+ <$ (是问题 $ & (的解。证毕。

注 7J & 当 A+ B+ C+ : 及 K 取为适当的映象时+ 定理 7J & 包含了前人 L & ? I M的一些结果作为特例。
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