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【摘 要】给出一般 ’ % 度量空间 ( 个自映射的公共不动点定理，所得结论推广了现有文献中的主要结

果。
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" 引言及定义

尚增科 3 " 4给出了 ’ % 度量空间上的如下不动点定理：

定理 " 设是有界完备 ’ % 度量空间，5：6(6，若对 !，7，8"6
’!5!，57* 58 &#9:;<=’ （"）

其中 -#9 >"* =’ 是集合 ’ ? @’（!* 7* 58）* ’ !!* 57* 8 & * ’ !5!* 7* 8 & * ’ !!* 57* 58 & * ’ !5!* 7* 8 & * ’ !!* 57*
58 & * ’ !5!* 57* 8 & A的任一非零子集，则 5 存在唯一不动点 B"6，且 5 在 B 点处连续。

本文拟在此基础上讨论完备 ’ % 度量空间 6 上 ( 个自映射 5 和 C 的公共不动点的存在性。

定义 " 对于一般 ’ % 度量空间 6 上 ( 个自映射 5 和 C，如果)!"6，有 5C! ? C5!，则称 5 与 C 可交换。

( 主要结论及其证明

定理 (，设 6 是有界完备 ’ % 度量空间，5 和 C 是到自身的可交换映射，56*C6，C 是连续的，!，7* 8"6* 有

’!5!* 57* 58 &#9:;< @’（C!* C7* C8 &，’!C!* C7* 58 & * ’ ! C!* 57* C8 & * ’ !5!* C7* C8 & * ’ ! C!* 57* 58 & * ’ !5!* C7* 58 & *
’ !5!* 57* C8 & A其中 -#9 >"，则 5 和 C 在 6 上存在唯一公共不动点 C#，且 5 在 C# 处连续。

证明：)!-"6，由于 56*C6，所以+!""6 使 5!- ? C!"，对 !""6*+!("6 使 5!" ? C!(，一般地可以归纳定义

一个点列 @! A*6，使 5!D ? C!D E " ! D ? -* "* (* F &。
下面分四步给出定理的证明：

"）证明 @5!D A是 ’ % G;HIJ7 列，由（(）式有 ’!5!D* 5!D E "* 5!D E B &#9:;<@’!C!D* C!D E "* C!D E B & * ’ ! C!D* C!D E

"* 5!D E B & * ’ ! C!D* 5!D E "* C!D E B & * ’ ! C!D* C!D E "* C!D E B & * ’ !5!D* C!D E "* C!D E B & * ’ ! C!D* 5!D E "* 5!D E B & * ’ !5!D* C!D E "*
5!D E B & * ’ !5!D* 5!D E "* C!D E B & A

? 9:;<@’!5!D % "* 5!D* 5!D E B % " & * ’ !5!D % "* 5!D* 5!D E B & * ’ !5!D % "* 5!D E "* 5!D E B % " & * ’ !5!D* 5!D* 5!D E B % " & * ’
!5!D % "* 5!D E "* 5!D E B & * ’ !5!D* 5!D* 5!D E B & * ’ !5!D* 5!D E "* 5!D E B % " & A
#9:;<@’!5!;* 5!K* 5!I & A （1）

其中 D % "#;#D* D#K#D E "* D E B % "#I#D E B* ;* K* I"L* " >B"L。对（1）式右边每一项分别作估计，

有 ’!5!D % "* 5!D* 5!D E B % " &#9:;< @’!5!D % (* 5!D % "* 5!D E B % " &，’!5!D % (* 5!D % "* 5!D E B % " &，’!5!D % (* 5!D* 5!D E B % ( &，
’!5!D % "* 5!D % "* 5!D E B % ( &，’!5!D % (* 5!D* 5!D E B % " &，’!5!D % "* 5!D % "* 5!D E B % " &，’!5!D % "* 5!D* 5!D E B % ( & A （M）

’!5!D % "* 5!D* 5!D E B &
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0 12!) + *# 2!)# 2!) 3 4 5 # 0 12!)# 2!) 3 *# 2!) 3 4 5 # 0 12!)# 2!)# 2!) 3 4 + * 5 6 （:）

012!)# 2!) 3 *# 2!) 3 4 + * 5
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将 1 <）= 1*;）式替换（>）式右端，得

012!)# 2!) 3 *# 2!) 3 4 5#(!,-./012!## 2$$# 2%% 5 6。
其中 ) + !###)# ) + *#$#) 3 *# ) 3 4 + !#%#) 3 4# ## $，%"?# 将此过程继续下去，有 012!)#

2!) 3 *# 2!) 3 4 5#(),-. /012!## 2$$# 2%% 5 6 （**）

由于 & 是有界完备 0 + 度量空间，设 ’ @ AB4/01!# $# % 5 6，则 ;#’# 3 C
由（**）式有 012!)# 2!) 3 *# 2!) 3 4 5#()’ （*!）

由（*!）式及 01!，$# % 5的性质 D ! E得

012!)# 2!) 3 *# 2!) 3 4 5# (; 1 )(C 5

由此 /2!) 6是 0 + F-BGH$ 列，由 & 是有界完备 0 + 度量空间，所以+&"& 使

2!)(& 1 )(C 5，从而 A!)(& 1 )(C 5。
由 A 的连续性得 A2!)(A&，A!!)(A& 1 )(C 5。
!）证 A& @ 2&，由（!）式有 012A!)# 2A!) 3 *# 2& 5
#(,-./01A!!) + *# A!!)# A& 5，01A!!) + *# 2A!)# 2& 5，012A!) + *# A!!) 3 *# A& 5，01A!!)# 2A!)# A& 5，012A!)# A!!) 3 *#

2& 5，01A!!)# A!!) 3 *# 2& 5，012A!)# 2A!) 3 *# 2& 5 6
令 )(C ，由 0 的连续性 D ! E及定义 *，并化简，得

01A&# A&# 2& 5#(,-./;# 01A&# A&# 2& 5 6 @ (01A&# A&# 2& 5
由于 ;#( I*# 因此 01A&# A&# 2& 5 @ ;，从而 A& @ 2&。

>）下证 A& 是 2 和 A 的唯一公共不动点。

由定义 * 知：2 和 A 可交换，所以 A2& @ 2A&，且 A!& @ A1A& 5 @ A2&，由（!）并化简得

012A&，A&，A& 5 @ 012A&，2&，2& 5#(012A&，A&，A& 5
由于 ;#( I*，因此 012A&，A&，A& 5 @ ;，从而 2A& @ A&，又 A!& @ JA 1 A& 5 @ A2& @ A&。

即 A& 是 2 和 A 的一个公共不动点。

假设 2 和 A 有 ! 个公共不动点：4# K。则由（!）有

014# K# 4 5 @ 0124# 2K# 245#(,-. /01A4# AK# A4 5 # 0 1 A4# AK# A4 5 # 0 1 A4# 2K# A4 5 # 0 124# AK# A4 5 # 0 1 A4#
2K# 24 5 # 0 1 A4# AK# 24 5 # 0 124# 2K# A4 5 6 @ (014# K# 4 5
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由 E#8 FG< 故 BH*< =< * I J E，从而 * J =。

所以 K! 是 6 和 K 的唯一公共不动点。

L）证 6 在 K! 处连续，设 9- J K!，M9- N*O< H - J G< !< P< Q I < 由 K 的连续性知 K9- J K!!，由 6 和 K 可交换

有 6K! J K6! J KHK! I J K!!，由（!）式有

BH6K!，69-< 6K! I#8,1) MBHK9-< K!!< K!! I < BH K9-< 6K!< 6K! I < B H K9-< 6K!< 6K!! I < B H69-< 6K!< 6K! I < B H K9-<
K!!< 6K! I < B H69-< 6K!< 6K! I < B H69-< 6K!< 6K! I N （GP）

对（GP）式两边取 K4* 运算得

K4*BH6K!< 69-< 6K! I#8,1)ME< K4*BH6K!< 69-< 6K! I N J 8 K4*BH6K!< 69-< 6K! I
由 E#8 FG，因此 K4*BH6K!< 69-< 6K! I J E。

从而 BH6K!< 69-< 6K! I J E，由 B 的连续性知

69- J 6K! J 6 9- J E，于是 6 在 K! 处连续。定理证毕。

注：在定理 ! 中取 K 为恒等映射，便可得定理 G，从而定理 ! 是定理 G 的推广。
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