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几种碰撞时间计算公式的推导

郑焕武

(西昌学院 数理系
,

四川 西昌 6 15 0 2 2 )

【摘 要」本文是继《碰撞时间的定量计算》一文之后
,

再对斜碰撞
、

定点碰撞和非球形物体碰撞时间的计

算问题作出讨论
,

并给 出相应 的时间计算公式
。

【关键词】斜碰撞 ; 定点碰撞 ; 碰撞时间计算
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碰撞时间的定量计算是人们期待解决
,

而又至

今尚未完全解决的问题
,

主要原因是人们在对碰撞

问题的研究中
,

始终采用 的是一种力学问题十分复

杂的弹性力学方法
,

而忽略了另一种较为简单的经

典力学方法
。

事实上
,

在碰撞过程中相碰物体在碰

撞力作用下的变化
,

既有形态方面的变化
,

又有运

动状态方面的变化
,

因此
,

碰撞时间既是相碰物体

形态变化的持续过程
,

又是相碰物体运动状态变化

的持续过程
。

显然这两个过程的时间是相等的
。

既

然物体状态变化的两种过程都是同一个时间
,

那

么
,

在确定碰撞时间的计算问题上
,

就可 以任选其

中一种
,

事实证明
,

应用经典力学方法来确定碰撞

时间的计算问题是可行的
。

笔者在 2 0 01 年《四川师

范大学学报》第 3 期上发表 《碰撞时间的定量计算》

一文的基础上
,

再给出几种碰撞模型的时间计算公

式
。

B 两球
,

其质量相等
,

同为 m
,

大小相同
,

半径为 R
。

碰撞前 B 球静止
,

A 球则以速度了和 B 球发生非对

心完全弹性碰撞
。

由于碰撞在平面内进行
,

故选取

平面直角坐标系
。 xy

,

原点设在两球刚接触时 A 球

质心 C
,

所在的位置
, x
轴沿两球刚接触时的联心

线
,

并由 C
,

指向 B 球质心 C
Z。 x

方向就是两球接触

面的法线方向
,

y 方向是切线方向
,

设了与
、
轴的夹

角为
, 。 定义为瞄准角

,

如图示
。

则刚接触时刻 A 球

的质心速度可分解为法向速度和切向速度
,

即

f
” / 二

t ll y =

U C O S仪

( l )
U S i n 以

设两球表面光滑
,

沿切线方向碰撞力为零
。

故 A

球对 B 球的斜碰撞就简化成 A 球以法向速度
u 、 =

u co s a 和静止 B 球作沿
x
轴的对心碰撞问题

。

由于

两球质量相等
,

到碰撞结束时两球速度的改变量都

是
u e o s a

,

即

一
、

斜碰撞时间的定量计算
I

A v l

t △ v Z

= 0 一 u e o s a = 一 u e o s仪
= u e o s a 一 。 = u e o s a (2 )

斜碰撞也叫二维碰撞
,

在 日常生活与生产劳动

中非常普遍
。

为了使碰撞前

后两球的速度

都在同一水平

面内
,

我们只

讨论运动球与

静止球相碰 的

模型
。

设有 A
、

A 球对 B 球的斜碰撞

再看碰撞过程中 A 球的质心位移
,

由于 A 球质

心既要沿
x
方向作减速直线运动

,

又要沿 y 方向作

匀速直线运动
,

因此到碰撞结束时 C
,

不能到达碰撞

前 c
Z

所在的位置
。

即 C
:

在碰撞过程中沿
x
轴移动

的距离不再是刚接触时两球的质心距离 Z R
。

因此
,

要确定斜碰撞时间
,

关键是确定两球或系统质心在

碰撞过程中移动的距离
。

为此
,

在图中画出碰撞参数

b
,

它表示碰撞前 A 球速度才对 B 球的瞄准程度
,

其

值为 “ = Z R is n 。 。

因为 0 、 。 、
晋

,

故 “ 的取值范围

是 。蔑 b 轰 Z R
。

由 b 的定义和取值范围容易看出
,

当
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b二 。 时
,

a = o
,

则
u : 二 u ,

两球作沿
、
轴的对心碰撞

,

这时 C
,

在碰撞过程中移动了 Z R ; 当 b = Z R 时
, 。 二

枷临
、 二 0

,

此时两球不发生碰撞
,

c
,

沿
x
轴方向的

位移为零
,

而当 0 b< 2< “ 时
,

有
,

0 “ 考
,

0 u<
·

< u
在此范围内

,

两球的碰撞均为斜碰撞
,

并有 C
I

在斜碰撞过程中移动的距离 S为 O S< 2< R
,

其值由

b 值定
。

由以上分析看出
,

碰撞参数 b 和 C
,

的位移 S

的最小值都是零
,

最大值都是 Z R
。

但是它们由小到

大的变化过程正好相反
,

即当 b 由零增大到 Z R 时
,

S 则同时由 Z R 减小到零
,

反之亦然
。

故有 S = ZR 一 b

成立
。

将 b 二 Z sR in 。 代人上式有

S 二 Z R ( 1 一 s i n a ) ( 3 )

这就是 A 球质心 C
,

沿
x
轴移动的距离

。

由于是完全弹性碰撞
,

到碰撞结束时两球质心

C
l

和 C
:

以及系统质心 C 之间的距离又恢复到两球

刚接触时的距离
,

表明它们在碰撞过程中移动了相

同的距离
,

故有系统质心 C 的位移 S
C

为

S
C = S = Z R ( 1 一 s i n 二 ) ( 4 )

另外
,

对系统而言碰撞力是内力
,

不会改变系

统质心的运动状态
,

即 C是作匀速直线运动
,

其速

度值为

由 ( 2 )式和 ( 8) 式看出
,

在完全弹性碰撞和非完

全弹性碰撞中
,

同一个施碰球 A 的速度变化量不相

等
,

故在碰撞力恒定的情况下
,

速度变化量的大小表

明持续时间的长短
,

并且两速度变化量之 比就是两

种碰撞时间之比
,

即

生二
全兰

三

班土二
t vA

l Z

由此得出非完全弹性斜碰撞的时间计算公式的

2 (1+ e
)R ( l 一 115 “ )

U C O S口

( 9 )

或 t
’ 。

= ( l + e
)(风 + 凡 )( l 一 115 。 )

U C O S口

二
、

定点碰撞时间的定量计算

1
封

,

= 一材
,

2

1
= 一 封 C O S议

2

所谓定点碰撞是指碰撞时系统质心位置不发生

变化
,

整个碰撞过程都在同一个点上进行的碰撞
。

仍以两球的碰撞为例
,

设施碰球 A 的质量为 m l ,

半

径为 R ` ,

碰撞前的速度为斌
,

受碰球 B 的质量为 m Z ,

半径为 R
: ,

碰撞前的速度为贫
,

故有系统的质心速

度为 一 一

( 5 ) K
·

二

.

塑丘土望
三三丝 ( 10 )

m
一+ m Z

由 ( 4 ) 式和 ( 5) 式求出两球作完全弹性斜碰撞

的时间计算公式为

t 二鱼 二

双 e

4 R ( 1一 t i n a )

一
戈0 )

U C O S口

可见斜碰撞时间不仅与速度
u

而且还与瞄准角有关
,

当 a
一 2

明不发生碰撞
,

当 。 = o 时
,

t

球作完全弹性正碰撞时间
。

如果两球的半径不相等

( 6) 式变为

一

时
4 R

一— ,

U

和半径 R 有关
,

时间不存在
,

表

为 A 球对静止 B

只要上式为零的碰撞都是定点碰撞
。

而 V
。 = 0

有两种可能
,

一是 m , = m Z ,

并
u Z = 一 u l ,

有 m l u , +

m显
= 仇二是 。 》 m , ,

且
u Z = 0

。

我们先讨论第二种
J

清况
。

当 A 球以速度
u 和静止 B 球作非完全弹性对

心碰撞时
,

由动量守恒定律和碰撞中的牛顿公式求

得施碰球 A 的质心未速度为

分别为 R
,

和 R
Z ,

则
v e = u 一

(1 + e )m Z u

m l + m Z

( 1 1 )

` 、 _ 2 (风+ 凡 )( l 一 115 “ ) ` 7 、

必 二二

一
、 ` ,

由此求出 A 球质心在碰撞过程中满足的动量

定理为
U C O S口

如果两球的碰撞为非完全弹性碰撞
,

则 A 球质

心 C l 到碰撞结束时的速度为

( l + e ) u
r

(1一 e
)

u c o s a

tF
。 二 m ,

v(
。一u) 二

即 A球所受冲量与

球所受冲量为

(1+ e )m , m Zu

m 一+ m Z

m Z有关
,

当 m : =

( 12 )

m l

时
,

A

v l e
= u x 一 一

e
为恢复系数

。

速度增量为

2

由上式求得 lC

2

在碰撞过程中的 tF
。 = 一

(1+ e
)m , u

2
( 1 3 )

当 m Z

》 m ,

时
,

两球的碰撞为定点碰撞
,

△v一。 = v 一。 一 u x
l + 召

= 一

—
封 C O S仪

2
( 8 ) 球受到的冲量为 F 丫。

一 ( l + e )m , u

此时 A

( 14 )
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比较 ( 1 3)式和 (4 1 )式有

F
`

t e’ =Z Ft
。

(5 1 )

式中 F
`

和 叮 是 A球与 B球作定点碰撞时
,

A

球受到的冲力和碰撞时间 ; F 和 et 是 A 球与等质量
B 球作移动碰撞时

,

A 球受到的冲力和碰撞时间
,

并
t
。

可直接由 ( 9) 式在 a 二 O 时求得为
,

_ 2 (1+ e ) R
% `

—
( 16 )

力不相等
,

如 A 球作定点碰撞时受到的力是它与另

一质量相等的静止球作移动碰撞时所受力的 2 倍
。

由此得出移动碰撞和定点碰撞的效果是不相同的
。

前面讨论的定点碰撞是正碰撞的情形
,

同样可

以推出当两球作定点斜碰撞时
,

其碰撞时间也跟移

动斜碰撞的时间相同
,

即由 ( 7) 式或 ( 9) 式给出的计

算式确定
。

材

故要从 (巧 )式中求出 份
,

关键是要找到 F
`

F 的关系
。

为此
,

把 ( 12) 式中 t
e

移到右边
,

并令 嘶

与 三
、

沿面是点碰撞时间的计算

爷
,

而 F 用牛顿定律表示成 F = m
,。 ,

两边消去 ml

( l + e ) m
,

~ _
、 了 ` J目 . / 刁

~ 、

“ “ 一

—
“ 0 Li l )

m
,

十 m
,

l `

式中 。 为 A 球与另一质量不等的静止球碰撞

时的质心加速度
,

它不仅与 a 。

有关
,

而且与两球的

质量有关
。 。 。

一定时
,

m :

越大
,

a 也越大
,

表明 A 球

受到的阻力越大
,

当 m2 》 m ,

时
,

有

a 匕 一( l + e ) a 。 ( 1 8 )

a’ 为 A 球与另一质量很大的静止球作定点碰

撞时 A 球的质心加速度
。

另外
,

当 m : 二 m ,

时
,

( 17 )

式中的加速度为

l + e

“ 二 一

一2
( 19 )

口
、

为 A 球与另一质量相等的静止球碰撞时 A

球的质心加速度
。

由 ( 1 8) 式和 ( 1 9) 式得出 a’ 二

万
、 x ,

两边同乘 m ,

并应用牛顿第二定律有

F
、 = Z F

代入 ( 15) 式
,

并注意到 ( 1 6) 式
,

求得非完全弹性

定点正碰撞时 间与非完全弹性移动正碰撞时间相

等
。 、 _

2 ( l + e ) R
,

一
、

t
’

e = t君 = 二止二二- 二̀ 二 ( 2 0 )
U

式中 R 与
u 为施碰球的半径和初速度

, e
为两

球的恢复系数
。

由于定点碰撞时间只与施碰球的大小和初速度

有关
,

而与受碰球的半径无关
。

因此
,

受碰球可以换

成其他任意形状的非球形物体
,

只要该物体的质量

比施碰球的质量大很多
,

并处于静止即可
,

如地面
,

墙壁等
。

如果定点碰撞为完全弹性碰撞
, e 二 1

,

则由 ( 2 0)

式求得 A 球与其它物体作完全弹性定点碰撞时间为
4 R

, ,
. 、

t =

一 ( 2 1 )
由 (光)式和 ( 21 )式给出的定点碰撞时间都与对

应的移动碰撞时间相等
,

但定点碰撞力与移动碰撞

由定点碰撞的定义
,

凡在碰撞过程中始终
v 。 二 0

的碰撞均为定点碰撞
,

故由 ( 10) 式看出
,

当 m忌
十

m显
二 0 时的碰撞也是定点碰撞

,

称它为沿面定点碰

撞
。

设有两个质量均为 m
,

半径均为 R 的弹性小球

A 和 B
,

它们在同一直线上沿相反方向以相同速率
u

运动
,

某时刻发生完全弹性碰撞
。

碰撞中两球的速度

同时由
u
减小到零

,

然后再从零沿着各自相反方向

增加到
u
值

。

设 A 球碰撞前的运动方向为正方向
。

则碰撞过程中 A 球满足的动量定理为

F
`

t
`

= m (
一 u 一 u

) = 一 Z m u
( 2 2 )

另外
,

设碰撞前 B 球静止
,

而 A 球以速度
u
与

之作对心移动碰撞
,

到碰撞结束时 A 球速度为零
,

故有 A 球满足的动量定理为

F t = 一 m u
( 2 3 )

由上两式得

F
`

t’ 二 Z F t ( 24 )

式中 t’ 和 F
`

为沿面定点碰撞中的时间和碰撞力
,

而 t

和 F 为移动碰撞中的时间和碰撞力
,

且 t 已由 ( 21 )式

给出
。

因此
,

要确定 t’
,

只须找出 F
`

和 F 的关系即可
。

力是改变物体运动状态 的原因
,

因此
,

也是改变

物体惯性的原因
。

牛顿第二定律 F 二

ma 就是外力在

不停的改变着物体的惯性
,

从而迫使物体不断的改

变着每一时刻的运动状态
。

既然力是改变物体惯性

的原因
,

而量度
J

赞性大小的物理量又是质量
,

那么物

体之间相互作用力的大小
,

不仅与物体运动状态变

化快慢有关
,

而且与两物体的质量有关
。

因此
,

对于

两物体的碰撞力而言
,

只要碰撞物体刚接触时的质

心距离和初速度以及两物体质量一定
,

则碰撞力就

一定
。

又因为 ( 22 )式和 ( 23 )式中的力 F
`

和 F 是同一

对球体以相同的速率所作的两种碰撞中的力
,

它们

是相等的 (笔者在 《碰撞中的经典力学方法》一书中

有祥细证明 )
,

即 F
` = F

。

故由 ( 2 4) 式
,

并注意到

二
得
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( 21 )式求得两球作沿面定点碰撞的时间计算公式为
t’ 二 Z t =

丛 ( 2 5 )
U

即为 A 球与静止 B 球作移动碰撞时间的两倍
。

如果 A
、

B 两球质量相等
,

但大小不同
,

半径分

别为 R l 和 R Z
,

则两球作沿面定点碰撞的时间为

t’ =

型些二些
( 2 6 )

同样可得出两球作非完全弹性沿面定点碰撞

的时间为

2 ( l + e ) R ( l 一 115 。 )

和 C
:

的距离为 a
,

由 ( 2 8) 式给出
。

故有在整个碰撞

过程中 C
,

按减速直线运动规律沿碰撞方 向移动 a

的距离
。

又因为是完全弹性碰撞
,

到碰撞结束时 C
,

和 C
Z

以及系统质心 C 之间又还原成刚接触时刻的

距离
,

亦即 c
, ,

c
Z

和 c 在碰撞过程中移动了相同的

距离 。 ,

即

S
, = S

: = S
。 = 。 ( 2 9 )

S
: 、

S
:

和 S
C

分别表示 C
l 、

C
:

和 C 的位移
,

又因为

碰撞力不会改变系统质心的运动状态
,

即 C 作匀速

直线运动
,

其速度为

U C O S口
( 2 7 )

V c =

专
(

U l + U Z

) ( 3 0 )

或 t
’ 。 = (1+ e )( R , + 凡 ) ( l一 l is a )

由 ( 2 9 )和 ( 3 0) 式求出两滑块纵向碰撞时间为

U C O S仪

t =

主一
~ ~

鱼三
一

V 。 11 1 + 11 2 (3 1 )

分别为 a ,

和 a Z ,

则

以上我们讨论了两种定点碰撞模型
。

把 A 球与

B 球的沿面定点碰撞和 A 球与静止重物体的定点

碰撞作比较
,

前者的碰撞时间是后者碰撞时间的 2

倍
,

但后者的碰撞力是前者碰撞力的 2 倍
。

所以在两

种碰撞中 A 球所受的冲量是相等的
。

如果两滑块长边不相等
,

( 3 1) 式可改写为
a l + 仪2

一 11 1 + 11 2 ( 3 2 )

四
、

非球形物体碰撞时间的计算

前面讨论了球体的碰撞时间计算问题
,

其方法

完全适用对非球形物体碰撞时间的讨论
。

所不同的

是
,

由于球体形态对称
,

碰撞时的接触点可以任意

选取都有相同的质心距离
,

因此
,

得到的碰撞时间

是唯一的
。

而非球形物体
,

由于形态不完全对称
,

选

择不同的部位碰撞
。

刚接触时刻的质心距离就不

同
,

得到的碰撞时间也就不同
。

也就是说非球形物

体的碰撞时间不是唯一的
,

而是与碰撞部位有关
。

下面以长方体滑块的碰撞为例加以讨论
。

设有两质量相等
,

分布均匀
,

大小和形状相同

的长方体滑块 A 和 B
,

其质量均为 m
,

长
、

宽
、

高均为
a

,

b
,

和 h
,

碰撞前它们同在一光滑导轨上以不同的

速度同向运动
,

其中 A 的速度为
u ; ,

B 的速度为
u Z ,

且
u , > u Z ,

故有某时刻两滑块发生对心碰撞
。

如果两

滑块的碰撞是沿长边方向
,

称之为纵向碰撞
。

此时
,

两滑块刚接触时的质心距离为

令
+

令
二 a ( 2 5 )

2 , 2 一 u 、 ` 。 2

若为完全弹性碰撞
,

则因质量相等
,

到碰撞结

束时 A 滑块质心 C
、

的速度由
u ,

减小到
u Z ,

C
,

的位

置也由刚接触时自身所在的位置移动到刚接触时 B

滑块质心 C
:

所在的位置
。

又因两滑块刚接触时刻 C
;

再讨论横向碰撞问题
。

如果两滑块是沿宽边方

向碰撞
,

则 C
l ,

C
:

和 C 在碰撞过程中移动的距离不

再是 ( 2 9) 中的 a
,

而是

犷
; = s ` 2 = s 、

一 b ( 3 3 )

而 C 的速度仍然是 ( 3 0) 式的值
。

故有两滑块作

横向碰撞的时间为
s

’ _

Zb

v 。 u Z + u Z ( 3 4 )

比较 ( 3 1 )式和 ( 34 )式
,

因 a > b
,

有 t> f
,

即同

一对滑块的纵向碰撞时间较横向碰撞时间长
。

另

外
,

还可直接对上述结果进行分析得出非完全弹性

碰撞时间
。

容易证明在完全弹性碰撞中
,

第一阶段的时间

等于第二阶段的时间
。

故由 ( 3 1) 式和 ( 34) 式得出完

全弹性碰撞第一阶段和第二阶段的时间为
以 一

` 、

b` , 二 , , =

群流 或 ,
“ ` 二 `

、

2 =

扩端; ( 3 5 )

另外
,

也容易证明非完全弹性碰撞与完全弹性

碰撞第一阶段的时间相同
。

而第二阶段里
,

非完全

弹性碰撞的时间是完全弹性碰撞时间的
e
倍

, e
为

恢复系数
。

因此
,

如果两滑块是作非完全弹性纵向

碰撞时
,

第一阶段和第二阶段的时间为

t xe ==
以

11 1 十 U Z

和 t Z。 = e 仪

U I + 11 2 ( 3 6 )

由上式求出两滑块作非完全弹性纵向碰撞的时

间为 t
。 二 t l 。 + t Z。

_
( 1 + e

) a

11 1 + 11 2
( 3 7 )

用同样的方法可求出非完全弹性横向碰撞的时

间公式为
( 1 + e

) b
( 3 8 )

,̀U+1五U
一一e



对于完全非弹性碰撞
, e = 0

,

则 由 ( 3 7 )式和

( 38 )式看出完全非弹性碰撞时间就是 ( 35 )式给出的

完全弹性碰撞第一阶段的时间
。

表明完全非弹性碰

撞只有第一阶段而无第二阶段
。

由以上讨论看出
,

非

球形物体的碰撞时间不唯一
,

随碰撞部位的不同而

不同
。

但对于同一对碰撞物体而言
,

只要它们是用相

同的速度以相同的方式碰撞
,

则碰撞物体动量和动

能的改变是相同的
。

即动量定理和动能定量是唯一

的
,

与碰撞部位无关
。

只是当位移和碰撞时间短时碰

撞力大
,

反之
,

当位移和碰撞时间长时碰撞力小
。
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