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【摘 要】五维波动问题历来没有求解的方法和公式
。

本文介绍解五维波动问题的微分算子级数法
。

文
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,

其次
,

推导求解公式
,

第三
,

例题
。

【关键词」波动方程 ;微分算子级数法 ;数性算子 ;线性微分方程 ;柯西问题

[中图分类号 10 2 4 1 【文献标识码 ]A [文章编号 ] 16 7 3一 5 9 1( 2 0 0 6 ) 0 1
一

0 0 5 4
一

0 5

一
、
月lJ 胃

用微分算子法求常系数常微分方程的特解
,

早

已有之
。

但解法较繁
,

且不能求通解
。

一般来讲
,

数

学工作者用微分算子讨论方程解的存在
、

唯一和稳

定性
,

不用它来求方程 (组 )的古典解
。

因为
,

在泛函

分析中微分算子无界
,

由它组成的微分算子符号级

数不收敛
,

故讨论它无意义
l , ,。

我们知道
,

线性微分

方程解的存在性早已解决 2[] 131 14]
,

对
n 〕 4 时的线性

波动方程至今没有解析的解法和公式 la] , , , 。

为了解这

类方程
,

我国数学工作者引进 了数性算子概念 (它

有两重性
:
变数的数值性和微分算子的微分性 )

。

这

个概念的引人有几个好处
。

第一
,

克服了微分算子

无 界 的障 隘
,

从 而 创 立 了 微 分 算 子 级 数 法

( D i ffe
r e n t i a t o r S e r i e s M e t h o d

,

简记 D s M )
”̀ , “ ! l

川
8 , ;第

二
,

对常系数线性 (常
、

偏 )微分方程求解作了一个小

结
,

并得到一个统一的解法— 微分算子级数法 叭

第三
,

解决了几类积分计算化为微分计算的问题 图

l , 。 , 。 下面我们介绍解五维波动方程问题的方法和实

例
。

二
、

公式推导

1
、

柯西问题的解
。

s()()lz()

设五维波动方程柯西问题 A :

。
尺

’ , ` > o )
任
R

“
R

5

其 中 △
, 一

菩D交
日二

又
,
罕下

百 刁公

二 =

任
: ,

二
,

二
,

二
,

xs)
,

D
, =

其
·

协
,

丫
口 r

并设 必x(工俨x( )均
。 c ’ 。

在上述假设下
,

问题 A 有解且唯一稳定
。

用微分算子符号
,

( 1 )式变为
公

一

了△
,

)一
。

· {· }
,

使·

…剖
/ 1

,

从而有一

因△,
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2
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, ,
)
=

一共-
.

。

D J一 a
一

△
5

一

鑫争么+x()
· x()]

一

鑫隘心
】

+x() 粼战
2

叫
二 。 ,

x( +) , 。 2

x( )
+

之嚼心
!

+x() 粼战
2

呼
而)从稗

代入 ( 2 ) 式
,

u l

x(
,

0)
一 e ,

x( )
= 必x( )

,

代入 ` 3 ) 式
,

u l ,

x(
,

o )
= e Z

x( )
一俨x( )

一
x(,t ,

二

鑫嚼
咖+x() 粼咖叫

2
、

非齐次方程柯西问题的解
。

!
廿、

l
ù
勺6

了汀 ..、了̀.、

。 二 * 」。 , 、 、 _ 。 _ _
。、 _

{
。 “

吠二
二 kI 」卜 : 「

*
/ J
任钊 四 l哟础 ” :

1 1

t u林

一 a ,

△
, u 二厂x(

, ,
五

,

0 )
= Q

,

u
,

x(
,

o )
= o

,

x o
R

, , r , o

x o

R
,

~
.

一 2 记。 :

_
“ 甲以 , △

, 同 A 间题
,

并设 f ( x, ` ) :T (t ) Q x( )
,

且 T (t )
。 c

,

(xQ )
。 c ’ 。

在上述假设之下
,

间题 B 有解且唯一稳定
。

( 5 ,式的微分算子形式
:

公
一

了瓦)一功冰久
所以

u ,

x(
, ,
)
=

D :
一 a ,

△
,
T (t沁x( )

= 1 l

万 I不葱厨
功川

一

艺
豁枷

)

介· o

刀
,

一

艺痴ih()t 咐
含动刀

矛
( 7 )

当已知 x4( 工
俨x() (tT 工Qx() 且符合条件时代人 #()

·

(7) 可求得 u ,

x(
,

)t 和 u Z

(x
,

)t
。

注意

到

贪乒
”

,

不加任意常”
。

3
、

五维非齐次方程柯西问题的解
。

设五维非齐次波动方程柯西问题 C :

一 a ,

△
, u 一 f x(

, ,
工

,

0)
= 护x( 灭u

,

x(, o )
二笋 x(五

x o
R

, , , > o

x o R
,

叮
,

△,
,

f `x,)t 同问题 A
、

B
,

且 (tT )
。 c

,

沪
,

笋
,

Q均了
,

由线性方程问题迭加原理
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显然问题 C 的解
: u 3

(x
,

t)
= u :

x(
,

t)
+ u Z

x(
,

)t
,

即

u ,

x(
,

)t
·

艺}黔
、 +(x) 粼应+(x) 蔚

、 )、叫
(8)

其中 x o

R
, ,

t 今0
。

三
、

例题

例 1 :
设五维波动方程柯西问题

:

a ,

△
, u = o 二 。

尺
5 , , · , 。

,
x ==

仅
, ,

二
,

二
,

x ; ,

x s

)
)
二

xl 瓜 X 3
x’ 兀

o )
· x . x 之

二 x 。 s 。
(2

x s

)

X 任

X 任

R
,

,

试求其解
。

R
,

解
: 因沪x( )

=

xl X Z X 3
从 xs

,

价(x)
= x , x Z x 3

x4 hs仅兀知
。

了
,

故可用公式 (4 )求解
,

一x(,t ,
一

“嚼端
X ZX

: X
4X S

,
·

痴
:抚 X Z

兀 X 4

hs。兀

l
二

卜零
、 军伞

兀 X
:二兀 )

·

“爵
△:坛瓜一

` 。兀”
·

而 △
,

&x( 卜(D二
, +
D二

: +
D二

, +
D立

; +
D幼份

二式x4 :

J
一 2 x 2

式为兀
十 “拭x Z x 4

兀

hgx()
· △

5

华二东。 二
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.

7 ~

`
. . J , 门(2、
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A * (
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哗兀刀
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二1: 2
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5

龙粤然
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告二
: 2 : 3

从
:

磅二晒
}

。

` “ k 二 O 护几 了
1
厂 ` “

代人上式有 (问题的 )解
: 。

仅
: ,

x Z ,

兀 x 4 ,

x , ,

`

)
=

=

「、
x Z x

:
x ; x , · a

’
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例 2 :
设五维非齐次方程波动问题

:

{
u 。 一 a ,

△
, 。 = 2

xl X Z
兀从 X , co

s

(2t ) x(
。
尺

’ ,

, > o

)
xu( ,0)

= 0二 u ,

x(, 0)

xf(
,

,
)
· xl 式羌 x 。

。 co s(z 味(tT 卜 co s(z )t
o c

,

Q(x)
2

= X I X Z
兀 X 4 X , 任 C

故可用 ( 7) 求问题的解
:

xu(
,

, )
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艺杀
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因
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一

狄冲
,

所 以
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一

凡犷7

已或
·
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从 刀
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口
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二
R
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扩
·

口
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·
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`二
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(0
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代人上式有解
: u

抚
,

x Z ,

。
,

x’
,

二
,

)t
=

显然
,

例 1
、

例 2 解的和是问题
:

2 通

双。 一 a △ s u =
2

xl X Z
兀从兀

e o s
伪工

壹公
一 2 :

:x),
: 3
二 cxs os ()P

。

x(
。 尺

’ ,

, , o

)
ofx, 0)

·

才瓜式从 xs,
u ,

x(
,

o )
= xl x Z

兀二
: h
(2二飞

x o
R

,

二 。
R

,

的解

不难验证
,

例 1
、

例 2 的解是满足相应问题的解
。

四
、

结束语

从五维波动方程问题的解算过程我们可以说
:
微分算子级数法不但可以求五维非齐次波动问题的解

,

而

且可以求任何维 (
n 二 5 )波动问题的解

。

只要 f x(
,

)t
二 T (t沁x( ) 且 T (t )

。 c
,

必x(1 班x() Qx( )均
。
了

·

综合上述
,

用微分算子级数解常系数线性微分方程问题的简单
、

迅速和有效性的事实已勿用置疑
。

关于

数性算子和由它建立起来的微分算子级数法的科学性和优越性明显可鉴
,

确实是值得推广的好方法
。
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