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【摘 要】 本文引入 了H空间中一 类关于极大刀一单调映象的完全广义隐拟变分包含
,

利用预

解算子技术建立 了这类变分包含解 的sI hi kaw
a 迭代和M an

n 迭代算法逼近
,

证明了其解的存在性以

及由算法生成的迭代序列的收敛性
。
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1 预备知识

设为具有范数 }}
·

!}与内积 .<
, ·

> 的实 H il be 八空

间
,

Z
H

表示 H 中所有非空子集所成的幂集
,

H (
· , ·

)是

2H上的刀姗面毋距离
,

峨示 H内的恒等映象
。

设 N
:
H x H弓H和 g

,

m 刃神 H是单值映象
,

A
` :
万升

Z H是集值映象 ( i=l
,

2
,

…
,

5 )
,

设W
:
H x H一妙 是集值

映象
,

且对 V : 。 H
,

W (
· , :

)
: H叶2H是极大个单调映

象
,

且 g ( H )一m ( H )八面 m ( W (
· , : ) ) 尹中

.

我们考虑以

下 的变分包含问题
:

「 找 x
.

u
.

:
.

:
.

h
.

2 任 H
.

伸得

I U 任 乃 I L工 )
, 刀 E 八 , 气劣 )

。 3 三 A , 砚g (劣 ) )
。

九 住 A
,

(劣 )
。

1 2 任 八
`几X ) 日 t l

_

l )

L U E l v 又u , 砂 )一+ w Lg Lx ) 一m 弋h )
, z )

本文利用极大个单调映象的预解算子技术讨

论变分包含问题 ( 1
.

1 )解的 I s h ik a w a 和M a n n 迭代算法

与其收敛性
,

推广了文献
〔’ 〕 t2j 31[ 圈的相应结果

。

定义 1
.

1 设 g :
H叶 H是单值映象

,

A
:
万

.

叶 Z
H

是集

值映象
,

称 g

y
,

爪
x ,

刃 > 之川 }
x
叮 }}

2 ,

价
,

y o .H

( 2) 称刀是 K一 L如
s
hc 沂连续的

,

如果
: 日 K > O

,

使

得 x< 一
,

叭
x ,

刃 > ` 川 }
x
一 }}

,

冷
,

y o .H

( 3 ) 称M是个单调的
,

如果
: < u 、

,

刀 (
x ,

y ) > 七

O
,

殊
,

y e H
, u o m ( x

)
, 。 。 M (

。
)

.

( 4) 称M是极大个单调的
,

如果
: M是个单调的

且 ( I +P )
.

( 5) 称M是入--H
一L IP

:
kr 沂连 续 的

,

如果
:

日^ > o
,

使得
:
H (M (

x
)

,

M (y ) ) ` }}
x

一 1}
,

殊
,

少。 .H

注 1
.

2 当时
,

定义 1
.

3中的 ( 5卜 ( 6 )即为传统意

义下的单调
、

极大单调概念
。

定义 1
.

3 N : H X H弓H被称为

( l) 第一变元 L IP
s
hc 添连续的

,

存在常数>r o使得

}} N (
· , x ) 一N (

· ,

y ) }} `
r

}}
x
叮 吟

,

) 。 H

( 2) 第一变元关于映象通松弛 L如
s
hc 添连续的

,

存在一个常数夯 0使得

x< 一
,

N (u
, ·

>) ` 一
训 }

x
一 }}

’

V x ,

了任 H u 任 A x , 。 任 A少

类似地
,

可以定义N : H X H曰*H第二变元L匆
s c hi 臼

连续
。

( l ) ` 一 L IP
s e h i tz 连续的

,

如果
:

日 K > O
,

使得 }} g

x() 一 (r) “ 三 K

llx 一 “
,

V 二 ,

y E .H 2 迭代算法

( 2) p
一强单调的

,

如果
:

」p > 0
,

使得 x<
一y

,

以 x)

一 (刃 > 七川 }
x
一 }}

2 ,

V x ,

y o .H 引理 2
.

1`3〕 设华 H x H * H严格单调且M : 万斗 2 “

定义 1
.

2 〔3〕 设 刀 : H x H ee 净H是一个单值 映射
,

M
: 是极大个单调映象

,

则对 饰
> O

,

逆映象 (+I 砂 f )
一 ,

是

H斗H
Z

是一个集值映象
。

单值的
。

( l) 称刀是 p
一强单调的

,

如果
: 日p > O

,

使
’得 x<

一
利用引理 2

.

1我们能够定义极大刀
一
单调映象M
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的预解算子如下 :

礁( z )二 ( , +

MP )
一 ,

( z )
,

比
。 H

引理 2
.

2
4̀ ! 设刀:

H x H升H 是p 一强单调和
K连续

的
,

M
:
H一了是极大二单调映象

,

则 M的预解算子儿

是票
一 L动、 h itz 连续的

。

即 “尤(二 ) 一fM (力 ” 二答 }}
一 夕

一了 一
’ - - -

-

一一
` ’ 一

”
, ’ ” ’ 一

“
解 、 了 ` ’`

一 尽
”

x
叮 ” 丫x ,

) E H
。

引理 .2 3阁 设 {an }几非负实数序列满足 、
+ : 二

(卜 a
,

)、 + 。
。 ,

其 中 {。
。

}几
。 〔o

,

1〕
,

至
。 。 二二

,

且民二
月
闭

( a
。

)
,

则 l im` 二 0
。

由引理 2
.

1和引理 2 .2 我们很容易得到

引理 2 4 ( x , u , : , , ,

h
, : )是问题 ( 1

.

1 )的解 当且

仅当 ( x , u , : , : ,

h
, : )满足

, ( x ) = m ( h ) + ,二
(
一

; 〕
( g (

x
)
一 m (h )一酬 ( u , 。 )+ 。 )

.

( 2
.

1 )

其 中
u 二 A

I

(x )
, 。 e A

Z

(x )
, : 。 A 3 (x )

,

h o A
4

(
x )

,

: 。 A ,
(

x )
,

且 p > O是常数
。

注2
.

1 由引理 .2 3知变分包含问题 ( 1
.

1) 与下列

不动点问题等价
:

对任意给定入
。 〔O

,

l 〕
,

日x o H
, u o A I (x )

,

: 二 A
Z

(x )
, 、 。 A

3

( x )
,

h 二 A 4

( x )
, z o A S (x )使得

:

x = ( l 一入)x + 入r
x

嗜 ( x ) + m ( h )诉
`

.

, , (; (x ) 一m ( h ) -

酬 (
u , 。 )+ 伊 ) 〕 ( 2

.

2 )

利用 (.2 2) 式我们可以构造变分包含问题 ( 1
.

1)

解的 I s h ik a w a迭代和 M a n n 迭代算法
:

算法 2
.

1 设 }a
。

}乙和 {风 }:--o 是两个序列
,

且 a
。 ,

八
。 〔o

,

l 〕
,

至
a

。 二 aO
,

设 }。
。

}几和 {。 }:-0是 H 中的两个
n到」

序列
,

对 于任意给定的
x 。 。 H

,

uo o A
,

(x0 )
, v 。 E A Z

( x 。 )
,

歹二月
,

( x 。 )
,

人。 二 注
4

(x 。 )
,

扁
。 A S ( x 。 )

,

设

=0r ( `一p
。 )x +o p

。

〔x 。一 g (x 。 )+ m (瓦)+

尤
。

.

: ) (g ( x 。 ) -

m (瓦) 一洲 (瓦
。 ,

几)+

加
。 )〕+ p谓

。

对于任意给定的 uo o A
,

(知 )
, v 。 。 A

Z

(为 )
, s 。 二 A 3

( g (少
口

) )
,

}:
。 二 A

4

( , b )
, : 。 二 A S (了

。
)

,

设

x l二 ( l一 a0 )x 。+ a0 〔为一 g (为 )+ m (h
。
)+

弃
、

.

, : 。) (。 (为 ) 一m

( h。 ) 一酬 ( 。
。 , : 。 )+ 声。 )〕+ a丙

由此可定 义序 列 })
。

}
,

}x
。

}
,

}云
。

}
,

}u 。

}
,

I
v 。

}
,

腼
。

}
,

!瓦{
,

{s 。

}
,

{瓦 }
,

{h
。

}
,

{虱}
,

{:
。

}
,

如下
:

、 二 ( l一 p
。

)x ,
+ 日

。

〔x 。

、 (x 、

)
+ m ( h

。

)+

尤
. .

: )

( g ( x 。

)一m ( h
。

) 一 PN ( u 。 , v 。

)+ p s 。

) 〕+
p声

n

x 。 十 ,二 ( l一 a
。

)x 。
+ a

。

〔,
。一 g ( ,

。

)+ m ( h
。

)+

fM
(

.

: 一

)

(g (儿 )一 m ( h
。

)一 NP ( u 。 , : 。

)+邵
。

)〕+ a nrn

n = o
,

l
,

2
,

3
,

…

( 2
`

3 )

其中风
。 通

,

( x 。

)
,

瓦
。 通 2 ( x 。

)
,

万
。
二 A 3 ( g ( x 二

) )
,

兀
。 。

A
;

(x 。

)
, z 。 任 A S

(
x n

)
, u o A

:

(儿 )
, 。 二 A Z (凡 )

, 5 o A 3 (g

(凡 ) )
,

h 任 A
4

(儿 )
, : 。 A S (儿 )且常数p > 0

。

若算法 2
.

1中对 丫
。

七 O令 p=n 0
,

则我们可以得到

如下的 M a n n 迭代算法
:

算法 .2 2 设 }a
。

}:--0是一个序列
,

且 a
。 。 〔o

,

1〕
,

恳
、 发散

,

设 ,。 ,几是“ 中的一个序列
。

对于任意给

定 的晰 。 A
,

( x 。 )
, 。。 。 A

:

(x 。 )
, s 。 二 A 3 ( g ( ( x0 ) )

,

h
。 。 A

4

(x 。 )
, : 。 。 A S

(
x 。 )

,

设

x 。 , 1二
( l 一 a

、

)x +n a
。

〔x 。一 g (
x 。

)+ m ( h
。

) +

尤
(

.
, : .

, ( g (x 。

) -

m ( h
n

)一NP (
u 。 , : n

)+ 邵
。

)卜a 了
。

( 2
.

4 )

n = l
,

2
,

3… 其中
u 。 e A , ( x 。 )

, v 。 。 A Z (x 、

)
, s 。 任 A 。 (g

(x 。

) )
,

h
。 。 A

4

(x 。

)
, : 。 。 A , (x 。

)且常数 p> O
。

了 存在性与收敛性

定理 3
.

1 设 A
,

.’H 斗 Z H是集 值映 象且 A
.

是 入i -

L isr hc itz 连续的 (i=l
,

2
,

…
,

5 )
。

设『万升万是 ul 一强单

调和 K , 1一 L动cs ih 招连续的
,

m : H一
卜
刀是 K 。 一L争

, c ih 招 连

续 的
,

刀: H x H
.

+-- H是 u :一强单调和 1K 3一 L IP
: c ih 招 连续

的
,

.N’ H x H叶H第一变元
K Z!一 L勿

s
ch itz 连续和第一变

元关于映象峨
1

是吨一松弛 L IP
s o ih tz 连续的

,

且第二变

元
K二一乙iP

、 。 ih 招连续的
,

设『 .’H x H
~ ee 卜

2
“
是集值映射

,

使得对 V : 。 H
,

W (
· , : ) .’H ” 2H是极大” 一单调的

,

且 g

( x ) 一m ( h )八 d o m (『 (
· , : )护中

,

V x ,

y o H
。

假设

v , ,

, 。 万
,

lr几
〔

.
, : ) ( Z ) 一尤

(
.

, , ( Z ) l}

s a }}
x
洲 }} ( 3

.

1 )

且存在常数 p > O使得

” 二 ( 1+ : )丫卜 2 ; 1+ K

:
, + :

访瓦两:泳裔
+ 下p ( K二A Z+ K . 1

入3 )+ ( l + : ) K , 2
入

4+
以

5 < l ( * )

算法 2
.

,中序列 {。
。

}二
。 ,

}日
。

}二
。 ,

{e 。

}二
。 ,

{。 }乙满
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足对 丫
。

七 0
,

a
。 ,

p
。 。 〔0

,

l 〕
,

艺 a
n = ao

,

且当 n
升 ao 时

,

几二二

O

!}
e 。

!}一O
,

}l ` }l斗O
,

则 日x ’ 二 H
, u ` 。 注

l

(x ’

)
, : ’ 二

A
Z

(x ’

)
, s ’ 二 A 3 (g (x ’

) )
,

h
’ 。 A

4

(x ’

)
, : ’ 。 A S ( x ’

)是

问题 ( 1
.

1) 的解
,

且 由算法 2
.

1得到的迭代序列 }x 。

}
,

{un }
,

1
: 。

}
,

{
s 。

}
,

{h
。

}
,

}:
。

}分别强收敛于
x ’ , u ’ , : ’ , : ’ ,

h
. , 2 . 。

证明
:

记二丛 (J
二 ,

人
, 。 , 。 , : )昭 (x 卜m 伍 ) 一NP ( u , : ) +

脚
sP

。

利用 ( .2 2) 式我们可以得到对所有
: n 七 0 :

x 一 (卜氏 )二
·

+ p
、

〔x 一 g (x ·

)+ m ( h
`

) +

左
〔 : ·

) ( g ( x ’

)

一m ( h
’

)一 pN ( u 中 , : .

) + sp
.

)〕

x ’ 二 (卜 a
。

)x ’
+ a

。

r
x ’

、 (x `

) + m ( h
’

)+

嵘
(洁

·

)
(g (

x ’

)

一m (h
’

)一Np ( u ` , 。 `

)+ ps
’

) 〕

由算法2
.

1
,

对所有我们有

}}少
. 一劣 ’

}} ( l一日
。

)x 沙p
n

(
x 。

嗜 ( x 。

)+ m (入
。

)+

嵘
(

.
,

、
.

)
( g (

x 。

) 一m (瓦) 一州 (瓦
,

石
。

)+
风 ) 〕+

日
、 一 〔( l 一p

。

)
x ·

+ p
。

〔x ’

、 (
x ’

) + m ( h
’

)+fw
`二

·

, ( g (
x ’

)一 m ( h
`

) 一酬 (
u ’ ,

: ’

) + p s )川 l ` ( l 一 p
。

) 1I
x

超
`

11+ p
。

Il
x

邵
’ 一 (g (x 。

)

、 (x `

) ) !I + p
。

1I m (瓦) 一m (h
’

) l卜 p
。

11尤
( 、

.

刀
x 。 ,

凡
,

瓦
,

石
。 ,

又)一嵘
、、

·

〕f (x ’ ,

h
’ , u ’ , 。 ’ , 、 ’

) l一+ p
。

1I
e 。

*一̀ ( ` -

p
n

) }}
x 。

一
’

}卜 p
。

}!
x 。

一
` 一 (g (x n

)嗜 (
x ’

) ) }卜 p
。

}} m

(万
。

) 一m (、
·

) 一+ p
。

11弃
、 、

.

厂(x 。 ,

瓦
,

风
,

虱
,

又) 一儿
` , 、

.

沂( x

’ ,

h
’ , u ’ , v ’ , : ’

) [一+ p
。

}一儿
( ,

;
.

厂
x ’ ,

h
’ , u ` , 。 ’ , , ’

) -

嵘
(二

·

f(
x ’ ,

h
’ , u ’ , 。 · , : ·

) I卜 p
。

rl
e 。

一I ( 3
.

2 )

因为 g是 林一强单调的 lK
,一 L ip

: 。 ih 招连续的
,

m 是

1K 2一 L IP
: c hi 招连续

,

利用 N oo r 〔6 〕技巧我们有

一}xnrt
一 (g (xn ) , (二

·

) ) l一V卜
2; , + K

:
J

}} m (凡)
一m h(

`

ll) ` K:
}} }}瓦

一h
’

(xn )
,

A 4

x(
`

) ) 三 K , 2入
;

}}
% . - “ `

}}

由引理 2
.

2
,

我们有

}}
x n - x ’

}}

( 3
.

3 )

` K
尹 (A

4

( 3
.

4 )

l}儿
、” :

f(
x 。 ,

万
。 ,

瓦
,

石
。 ,

J
。

)一儿
〔一 : .

刀
x ’ ,

h
` , u ’ , ” ’ ,

I} 5 :
l! f (x 。 ,

瓦
,

风
,

氏
,

了
。

)一( x ’ ,

h
’ , u ’ , v ’ , : `

) l}

` :
{ }!

}}xn --x

( u ’ , 。 n

、 嘴
’ 一 (g (

x 。

)嗜 (x ’

川 }
+

}} m ( h
。

) 一m (h
’

) {}
+

’
+ p ( N (瓦

,

石
。

)一刃 ( u ’ ,

石
。

川 l + p 11浑 ( u ’ ,

石
。

) 一浑

) }}
+ p }}万

。一s ’

}! } ( 3
.

5 )

因为N第一变元是
K , 2一 L IP

: 。 ih 幼连续且关于映象

A
,

是 林3一松 弛 L中cs ih tz 连 续 的
,

第二 变 元 是
K二 -

L勿
: 。 ih 招连续性

,

我们有

!}
x

赵
’ + p (N ( u 。 , : 。

)一N ( u ’ , 。 。

) ) }}
2三 ( l一 Z P林3 +

入
:

, p Z K

:
,

) 11。
·

l!
, ( 3

.

6 )

}l万 (“
’ ,

石
。

)一浑 (
。 ` , : ’

) 11 5 K 12

1}石
。 , v ’

}I

5 K l

尹 ( A Z (瓦)
,

A Z x(
’

) ) ` 入
2 K 2 2

}}制
’

l} ( 3
.

7 )

由于 A 3是入3一 L勿“ hi tz 连续的
,

g是 K l 、一 L勿
。
ch itz 连

续的
,

我们有

11又一
’

11 ` H ( A 3 (g (气 ) )
,

A 3 (g ( x ’

) ) ) ` 入
,

119

( xn )嗜 (x ’
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