
函数值域及最值是高考数学中的重点和热点题

型，在函数的教学中抓住三个要素：对应法则、定义

域、值域。其中函数值域是难点，在教学中教师应将

常用的方法总结归纳出来，同时讲清楚各种方法的

关键之处和内在的联系，还应该把高考中和数学竞

赛中出现的题型的解法归纳出来，挖掘知识间关系、

揭示解题的技巧、分析和寻找解题的最佳途径。

! 直接法

直接法又叫观察法，是通过对函数解析式观察

和分析用直接求解的方法求得函数值域。

例! 设复数"#$%&’!()*’)+!，求函数,#!-./0"
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试题）。
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* 配方法

对复合有二次函数的函数求值域问题，可用二

次函数进行配方来求值域。

例* 求函数的值域=
解：4>:-:*"1!1#:#>，而>:-:*#-（:-*）*(>#>
当:#*$〔1，>〕时，取得等号， 7,$〔1，*〕

$ 反函数法

当函数的反函数存在时，就可用反函数法。因为

原函数的值域等于反函数的定义域，将反函数定义

域求出即可得到原函数的值域。

例$ 求函数,# ’)+:-$
%&’:($

的值域<

解：4 ,# ’)+:-$
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!" #$ 求函数值域是高考数学中的重要题型之一，对求函数值域常用方法如直接法、反

函数法、判别式法、函数的单调性法、换元法、均值不等式法、构造法、导数法等进行了系统的研究。
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( 判别式法

将函数视为关于某个自变量的二次方程，利用

判别式求其范围就能求出函数式的值域。

例( 求函数$. &/
&
%&/%0

/
&
%/%’

的值域1

解：将原式变形为 （$+&）/
&
%（$+&）/%$+0.*

当$.&时，即原式就变为 +#.*，与+#$*矛盾，
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由2$$&，!$#（&，5〕

0 倒区间法

对分式函数式的函数值域问题，若分子是常数

时而分母的范围是可求，只需将分母的范围倒过来

就能求出函数式的值域1
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5 函数的单调性法

例5 求$. /+&! + /+0! 函数的值域1

解 ：2
/+&%*
/+0%" *

"/%0， 而 易 证 函 数$. /+&! +

/+0! . #
/+&! % /+0!

在/#〔0，6）上是单调递减函数，

!/ .0 时 ，$ 89/ . #! ， 而 $ . /+&! + /+0! .

#
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, 换元法

通过换元把一个复杂的函数变为简单的函数，

就能求出函数式的值域。

例, 求下述代数式的最小值，":;</%=>:/%?9</%
=>?/%:@=/%=:=/"，其中/为实数（第5(届普特兰数学竞

赛试题）1
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当?7’时，’+?B*
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〕%’%+’%& &! ，当且仅当?.
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- 几何法

当一个函数明显具有某种特殊的几何意义时，

若两点间的距离公式、直线的斜率等，就可利用几何

意义求出函数式的值域。

例- 求函数$. ’%:;</
&%=>:/

的最大值和最小值。

解：由直线的斜率知，可将上面求函数最大值和

最小值问题转化
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为过两点!（"，#），$（%&’()，%(*+)）的 直 线 斜 率 最 大

值和最小值问题,
而$点是单位圆)"-."/#上的动点

则0!$/
#-(*+)
"-&’()

/ #%（%(*+)）

"%（%&’()）

由几何意义得：（0!$）12)/
3
4

，（0!$）1*+/5

及.12)/
3
4

，.1*+/5,

6 均值不等式法

函数解析式为和式时，其对应的乘积为定值；函

数解析式为积式时，其对应的和为定值，就可利用均

值不等式求出函数式的值域。

例6 已知)，.，7为满足)-.-7/#的非负实数，试

证：

)".-."7-7")! 3
"8

并指出等号成立的条件（#666年加拿大数学奥林匹

克试题）,
分析：从表面上看不是求最值，但仔细分析就是

求)".-."7-7")式子的最大值,
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#
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#5 三角函数法

例#5 设实数)，.，1，+满足)"-."/4，1"-+"/#，求

1)-+.的最值,

解：设)/ 4! &’(!，./ 4! (*+!，1/&’("，+/(*+"
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## 构造法

例## 求函数./ )
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由:.:/::7#:%:)"::;:7#%7":/#，故函数的值域为.#（%
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#" 导数法

例#" 设函数<（)）/%2 )
"
-#! -)-2，)#（5，#〕，

2#=
-
；

（#）若<（)）在（5，#〕上是增函数，求2的取

值范围；

（"）求<（)）在（5，#〕上的最大值,

解：当)#（5，#〕时，<>（)）/%2 )
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’+ 极坐标法

例’+ 椭圆,(#(-%(.(&’上有两点/，0，1是椭圆

的中心，且

!/10& !
(

，求三角形/10面积的最大值和最小值*

解：以椭圆的中心1为极点，以椭圆的长轴为极

轴建立极坐标系，则椭圆极坐标方程为
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当且仅当#&<!- !
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，#&<#（<$=）上式左右等号

分别成立（证毕）。

研究解题方法，培养学生数学能力和创新意识，

教学会生学习数学的方法，是本文的初衷。求函数值

域及最值的题型多、技巧高、综合性强。在教学中需

认真仔细分析各类题型的关键之处，扫清解题过程

中的思维障碍，讲清楚知识间的来龙去脉和因果关

系。一切要从学生认识出发，培养学生良好的审题习

惯，归类题型的能力，善于从题目的条件与结论中发

现知识的脉络，从暗示思维中层层递进分析，找出解

决这类题型的解题途径。培养学生做完题后的反思

和总结，真正领会解题的关键和思维的切入点，最终

达到掌握此类问题的解题方法和策略。

!""#$%& ’(%)*$+% ,%- ./0$1(1 2/3("

!" #$%&

（!"#$%&’#$ ("$)*"+, ("--./ 01’)).，2"1’#$% 345666，0"1’7#$）

,45*6/)*：7>><56? "@62A536 54 %6 5$B3CA%6A >#%$56%A536 D@>4A536 56 $%AE >#%$56%A536 3" 23FF>?> >6AC%62> >#%$56%A536* GE54
%CA52F> $%<>4 % 4.4A>$%A52 C>4>%C2E 36 AE> 23$$36 $>AE3H4 3" 4>><56? "@62A536 I%F@>， 4@2E $>AE3H4 %4 H5C>2A536， %6A5)"@62A536，

H5"">C>6A5%A56?，$363A363@46>44 3" "@62A536，>#2E%6?56?，56>D@%A536 3" >D@%F I%F@>，2364AC@2A56?，H>C5I%A5I>*
7"8 9+6-5：J@62A536 I%F@>；K%#5$@$ I%F@>；K>AE3H4

西昌学院学报·自然科学版 第 ’L 卷M9· ·


