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【摘 要】 特征函数也可称为对随机变量分布 函数的富里埃
一司蒂阶变换

,

它在概率论 中的

引入将概率论 的理论研究推到了一个新的阶段
。

本文讨论其实效
。
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1 引言

我们知道
,

随机变量的分布函数全面地描述了

随机变量的统计规律
,

以分布函数为基础
,

可以比较

仔细地讨论随机变量的数字特征
、

运算性质等间题
。

然而
,

分布函数或分布密度这些工具
,

有时使用起来

并不方便
。

以求随机变量的和的分布来说
,

若七
,

与红

是两个相互独立的随机变量
,

其密度分别为p l ( x)
,

p Z x( )
,

则求毛二气砖
2

的密度函数时需计算卷积 p = p l

x( ) *
2P x( )

,

如果要求
n
个相互独立 的随机变量七

, ,

专

量
,

则Z的数学期望定义为
:
E ( Z )= E ( X )+ i E ( Y )

由于 入,屹二 e o s t七+ i
s i n t七

故
:甲 ( t )= E (入

`味 )= E (
e o s t七)

+ i E ( s i n t专)

二

{二一
xt 二 (· )· `

{二
“ · xt dF `· ,

=

}
_ .

汽 x(F )

.

因此
,

毛的特征函数也可称之为对分布函数 (F x)

的富里埃一司蒂阶变换
。

3 主要结论
2 ,

… …
,

氛的和争艺专
i

的分布密度
。

那么就要计算
n -

云二 1

l 次卷积
。

这可不是一件轻松的事
。

在初等数学中
,

已知对数变换能把乘法运算变

成加法运算将运算简单化 ; 在数学分析中
,

富里埃

( oF
u ir er )变换能把卷积运算变成乘法运算

。

受此启

发
,

人们在概率论中引进了
“

特征函数
”

的概念
,

即对

随机变量分布函数的富里埃
一司蒂阶变换

。

可以 毫

不夸张地说
,

概率论自从引进了特征函数以后
,

就把

理论的研究推到一个新 的阶段
。

定理 1 : 任一随机变量的特征函数总是存在的
。

因为对任意 t o R
, , 。 os 烤及 : int 专均为有界连续函

数
,

故E ( c os 垮 )及 E (
: in :动均为有限

。

因此
,

特征函数

总是存在的
。

定理2 : 随机变量的分布函数由其特征函数唯一

决定
,

即有唯一性定理
:

分布函数凡 ( x) 及凡 ( x) 恒

等的充分必要条件是它们的特征 函数叭 (t )及甲2 (劝

恒等
。

(其证明见 〔l 〕中2P 3 8 )
。

2 特征函数的定义
4 应用

定义
:

设七是定义在概率空间上的随机变量
,

它

的分布 函数为 (F
x )

,

称扩
毛的数学期望 E (扩

毛)为七的特

征函数
。

有时也称为分布函数为 (F x) 的特征函数
。

其

中
,

=i V万「
,
t 二 R

, ,

记七的特征函数为叭 (t )或甲 (t o)

如果对复的随机变量的数学期望的定义如下
:

若复随机变数为 Z = X + iY
,

其中 X
,

Y均为实随机 变
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证明二项分布的普阿松逼近定理
。

证明
: 二项分布的特征函数为①

; ( : )
= (只入

。 + 。
,

)
· = 〔了十

,

咀困二竺〕
·

若 当 n 、 二
,

nP
n

汁入
,

则

(入
“ 一 z )* 入 (入

’ `一 z ) (n 一
, 二 )
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所 以 : m ifn (t)二e叩 〔入 (入
“ 一 z)〕=f (

r )

f t ()是普阿松分布 P (入 )的特征函数
。 ②

由逆极限定理得证
。

代人民 ) t (得

2

& (: )= 〔 z一

令
乙n

+ 。 (上 )〕写
入 ’

(n
斗` )

2
、

证明普阿松分布 当 (入一 ao )时
,

渐近正态分

布
。

证明
:
设氛服从参数为入的普阿松分布

,

则

而入

4
、

与方差
。

解 :

和
:

告扩是标准正态分布N ( 0
,

1 )的特征函数③ 。

用特征函数法求广义二项分布的数学期望

服从广义二项分布的随机变量 ” 能够表为

气

几

艺润一一n

特征函数 儿
、
(t )二xP 〔入 (入

n 一1) 〕

甄
=

琴
,

并在下式中按泰勒公式展开入瘾
V 入

几
、
( ! ,= `

一 ’

在关
、 `

击
,

二

xeP 〔一 i V下 +t 入澎
/

汀
一

1)J
= ·
xP 〔一`

吓
! · `

六
` 一

专二
`

去
,〕

二

xeP 〔一

普+o( 六
)〕一入

一

“ 、入一二 ,

其中氛 k( =I
,

2
,

八八n) 相互独立
,

且氛服从

川氛
二1 }=P

、 ,

川氛=口}=1 一
*

的 0一1分布
。

显然七、 的特征函数甲* (t )=1 +P
*
(入气 1)

,

从而 , 的

特征函数为

由逆极限定理得
,

普阿松分布 当伍什 ao )时
,

渐近正

态分布
。

3
、

用特征 函数法证明德莫佛
一
拉普拉斯 ( eD

oM
动 er 一L叩 lac

。 )定理
。

证明
:

即要证
:
若入是

n
次贝努里试验中事件出现的

次数
,

0印 1<
,

则对任意有限区间〔a
,

6 〕
,

当 n

升 ao 时一

致地有
:

、 ( : )
二
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无= I k二 I
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。

服从二项分布 b k( ; n
,

p )
,

所以 它的特征

函数溉 ( : )= (。切入
“
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从以
_

L几个应用
,

我们可以看出特征函数是概率论中一有力的工具 !
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