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统一框架下的柱面和锥面教学
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摘　 要:在直纹曲面的框架下统一了柱面、锥面方程的求法ꎬ统一了柱面、锥面判别定理的证明方法ꎬ统一了二次柱面、锥面的

判别形式ꎬ从而把柱面和锥面放在统一的框架下进行教学ꎮ
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０ 引言

柱面和锥面是两类比较重要的曲面ꎬ它们在解

析几何课程中占有比较重要的地位ꎬ也常常引起人

们的研究兴趣ꎮ 文献[１]建立二次直纹面的统一方

程ꎬ并给出判定二次柱面和锥面的充分条件ꎻ文献

[２]利用仿射变换工具ꎬ给出了一个新的柱面判定

方法ꎻ文献[３]在母线给定的情况下ꎬ讨论了柱面方

程表示的特征ꎮ 这些研究主要集中在对柱面、锥面

的方程求法和判定定理方面ꎬ对柱面、锥面的教学

研究ꎬ特别是对教学内容的处理ꎬ则涉及较少ꎮ
在对柱面和锥面内容的处理上ꎬ一般的解析几

何教材[４－７]都会把柱面和锥面分开讨论ꎬ也就是讨

论完柱面的相关内容(如定义、求法、性质)ꎬ再重新

讨论锥面的相关内容ꎮ 事实上ꎬ由于柱面、锥面均

为直纹曲面ꎬ即其均可由一族直线生成ꎬ并且曲面

方程的求法思路相同ꎬ因此在教学过程中ꎬ完全可

以把柱面和锥面统一起来教学ꎮ 当然ꎬ把两者统一

起来ꎬ需要对教材做一些处理ꎬ特别是要把柱面、锥
面的一些思想方法及形式统一起来ꎮ 本文主要在

直纹曲面的框架下统一了柱面、锥面方程的求法ꎬ
统一了柱面、锥面判别定理的证明方法ꎬ统一了二

次柱面和锥面的判别形式ꎬ从而把柱面和锥面放在

统一的框架下进行教学ꎮ

１ 统一柱面和锥面方程的求法

柱面和锥面均可看成由一族直线生成ꎬ同为直

纹曲面ꎬ但它们又有差异ꎮ 柱面是由一族平行直线

生成ꎬ而锥面是由一族过定点的直线生成ꎬ具体见

定义 １ 和定义 ２ꎮ
定义 １[４] 　 在空间中ꎬ由平行于定方向且与一

条定曲线相交的一族平行直线所生成的曲面叫作

柱面ꎬ定方向叫作柱面的方向ꎬ定曲线叫作柱面的

准线ꎬ那族平行直线中的每一条直线ꎬ都叫作柱面

的母线ꎮ
定义 ２[４] 　 在空间中ꎬ通过一定点且与定曲线

相交的一族直线所生成的曲面叫作锥面ꎬ这些直线

都叫作锥面的母线ꎬ那个定点叫作锥面的顶点ꎬ定
曲线叫作锥面的准线ꎮ

由定义 １ 和定义 ２ 可知ꎬ柱面和锥面可以由一
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条直线按照某种运动规律生成ꎮ 柱面是由一条直

线沿着准线作平行运动生成ꎬ它是由一簇平行直线

生成的曲面ꎮ 锥面是由通过顶点且沿着准线的直
线生成ꎬ它是由一族过定点的直线生成的曲面ꎮ 在

导出这 ２ 种曲面的方程时ꎬ可把其方法统一起来ꎮ
为此ꎬ假设曲面的准线方程为

Ｆ１(ｘꎬｙꎬｚ)＝ ０
Ｆ２(ｘꎬｙꎬｚ)＝ ０{ 　 ꎮ

这样ꎬ求柱面和锥面的方法可以统一如下ꎮ
１)设 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为曲面上任一点ꎬ写出过 Ｍ１

的母线方程为

φ１(ｘꎬｙꎬｚꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ０
φ２(ｘꎬｙꎬｚꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ０{ (１)

以上方程实际上是以 ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ 为参数的参数方

程ꎬ该参数方程实际上就是生成曲面的那族直线的
方程ꎮ

２)由于 Ｍ１( ｘ１ꎬｙ１ꎬ ｚ１ )为准线上一点ꎬ故参数
ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ 应满足的以下约束条件

Ｆ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ０
Ｆ２(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ０{ (２)

３)由式(１)(２)可消去 ３ 个参数 ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ꎬ从而

得到所求的曲面方程ꎮ
对于柱面方程和锥面方程的求法ꎬ实际上它们

差异仅在式(１)的具体形式上ꎮ 如果柱面的方向为
ｍꎬｎꎬｌꎬ则式(１)可用直线方程的标准方程形式表示

如下:
ｘ－ｘ１

ｍ
＝
ｙ－ｙ１

ｎ
＝
ｚ－ｚ１
ｌ

ꎮ

对于锥面方程ꎬ假设其顶点为 Ａ(ｘ０ꎬｙ０ꎬｚ０)ꎬ则
式(１)可用直线方程的标准方程形式表示如下:

ｘ－ｘ０

ｘ１－ｘ０
＝
ｙ－ｙ０

ｙ１－ｙ０
＝
ｚ－ｚ０
ｚ１－ｚ０

ꎮ

例 １　 已知柱面的准线为
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ ２５
ｘ＋ｙ＋ｚ＝ ０{ ꎬ母线

平行于 Ｘ 轴ꎬ求这个柱面方程ꎮ
解:设 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为准线上一点ꎬ则过 Ｍ１ 的

母线方程为
ｘ－ｘ１

１
＝
ｙ－ｙ１

０
＝
ｚ－ｚ１
０

(３)

由于 Ｍ１( ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为准线上一点ꎬ故参数 ｘ１ꎬ
ｙ１ꎬｚ１ 应满足以下约束条件

ｘ１
２＋ｙ１

２＋ｚ１ ２ ＝ ２５
ｘ１＋ｙ１＋ｚ１ ＝ ０{ (４)

由式(３)(４)消去参数 ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ 得柱面方程

(ｙ＋ｚ) ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ ２５ꎮ
例 ２ 　 已知锥面的顶点在原点ꎬ 且准线为

ｘ２

４
＋ｙ

２

９
＝ １ꎬ

ｚ＝ ５ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï
求这个锥面方程ꎮ

解:设 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为准线上一点ꎬ则过 Ｍ１ 的

母线方程为

ｘ
ｘ１

＝ ｙ
ｙ１

＝ ｚ
ｚ１

(５)

由于 Ｍ１( ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为准线上一点ꎬ故参数 ｘ１ꎬ
ｙ１ꎬｚ１ 应满足以下约束条件

ｘ１
２

４
＋
ｙ１

２

９
＝ １

ｚ１ ＝ ５

ì

î

í

ï
ï

ïï

(６)

由式(５)(６)消去参数 ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ 得锥面方程

ｘ２

４
＋ｙ

２

９
－ ｚ

２

２５
＝ ０ꎮ

通过把柱面和锥面的求法统一起来ꎬ一方面可

以让学生更好地把握柱面和锥面的本质以及它们

之间的联系ꎬ另一方面也可以使学生更好地掌握柱

面方程和锥面方程的求法ꎮ

２ 统一判别定理的证明方法

在解析几何的教材中ꎬ通常会介绍柱面和锥面

的一些判别定理ꎬ但这些定理的证明通常采取不同

的证明方法ꎮ 事实上ꎬ不管柱面还是锥面ꎬ其本质
均是由一族具有某种特征性质的直线生成ꎮ 对于

柱面ꎬ该族直线的特征性质是所有直线的方向一

致ꎻ对于锥面ꎬ该族直线的特性性质则是所有直线

均通过定点ꎮ 根据柱面和锥面的特征性质ꎬ可以很
容易地证明教材中的一些判别定理ꎬ这些证明方法

可以统一成以下 ３ 个步骤:
第 １ 步:任取曲面上一点 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)ꎮ
第 ２ 步:根据直线族的特征性质ꎬ写出过 Ｍ１

(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)的直线方程ꎮ
第 ３ 步:验证过 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)的直线方程完全

落在曲面上ꎬ从而验证曲面是柱面或是锥面ꎮ
下面ꎬ利用以上 ３ 个步骤去证明解析几何教材

中的的一些判定定理ꎮ
定理 １[４] 　 在空间直角坐标系中ꎬ只含有 ２ 个

元(坐标)的三元方程所表示的曲面是一柱面ꎬ它的

母线平行于所缺元的同名坐标轴ꎮ
证明:仅证明方程

Ｆ(ｘꎬｙ)＝ ０ (７)
表示的曲面是一个柱面ꎬ而且它的母线平行于 Ｚ

􀅰０２１􀅰
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轴ꎮ 根据第 １ 步ꎬ首先假设 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为曲面上

任意一点ꎬ即 Ｆ(ｘ１ꎬｙ１)＝ ０.则过 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)并且

平行于 Ｚ 轴的直线方程为

ｘ－ｘ１

０
＝
ｙ－ｙ１

０
＝
ｚ－ｚ１
１

(８)

由式(８)可得 ｘ１ ＝ ｘꎬｙ１ ＝ ｙꎬ再结合 Ｆ( ｘ１ꎬｙ１)＝
０ꎬ可得 Ｆ( ｘꎬｙ) ＝ ０ꎬ这样ꎬ直线(８)完全落在曲面

上ꎬ即曲面是由一族平行于 Ｚ 轴的直线生成ꎬ故为

柱面ꎮ
利用该方法ꎬ还可以证明以下柱面定理ꎮ
定理 ２[４] 　 方程

Ｆ( ｘ
ｌ
－ ｙ
ｍ
ꎬ ｙ
ｍ

－ ｚ
ｎ
ꎬ ｚ
ｎ
－ ｘ
ｌ
)＝ ０

表示的曲面为母线平行于直线
ｘ
ｌ
＝ ｙ
ｍ

＝ ｚ
ｎ
的柱面ꎮ

证明:设 Ｍ１(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为曲面上任意一点ꎬ即

Ｆ(
ｘ１

ｌ
－
ｙ１

ｍ
ꎬ
ｙ１

ｍ
－
ｚ１
ｎ
ꎬ
ｚ１
ｎ
－
ｘ１

ｌ
)＝ ０ (９)

则过 Ｍ１( ｘ１ꎬｙ１ꎬ ｚ１)且平行于
ｘ
ｌ
＝ ｙ
ｍ

＝ ｚ
ｎ
的直线方

程为

ｘ－ｘ１

ｌ
＝
ｙ－ｙ１

ｍ
＝
ｚ－ｚ１
ｎ

(１０)

由式(１０)可得

ｘ
ｌ
－ ｙ
ｍ

＝
ｘ１

ｌ
－
ｙ１

ｍ
ꎬ

ｙ
ｍ

－ ｚ
ｎ

＝
ｙ１

ｍ
－
ｚ１
ｎ
ꎬ

ｚ
ｎ
－ ｘ
ｌ
＝
ｚ１
ｎ
－
ｘ１

ｌ
ꎮ

再结合式(９)ꎬ可得

Ｆ( ｘ
ｌ
－ ｙ
ｍ
ꎬ ｙ
ｍ

－ ｚ
ｎ
ꎬ ｚ
ｎ
－ ｘ
ｌ
)＝ ０ꎬ

即整条直线(１０)均落在曲面上ꎬ即曲面是由一族平

行于 Ｚ 轴的直线生成ꎬ故为柱面ꎮ
利用上述第 １ 步至第 ３ 步ꎬ同样可证明以下锥

面判定定理ꎮ
定理 ３[４] 　 一个关于 ｘꎬｙꎬｚ 的齐次方程总表示

顶点在坐标原点的锥面ꎮ
证明:首先ꎬ证明曲面过原点ꎮ
设关于 ｘꎬｙꎬｚ 的齐次方程为

Ｆ(ｘꎬｙꎬｚ)＝ ０ꎮ
根据齐次方程的定义有

Ｆ( ｔｘꎬｔｙꎬｔｚ)＝ ｔλＦ(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ
所以当 ｔ＝ ０ 时ꎬ有

Ｆ(０ꎬ０ꎬ０)＝ ０ꎬ
因此曲面过原点ꎮ
其次ꎬ利用上述第 １ 步至第 ３ 步ꎬ进一步证明曲

面为锥面ꎮ 设 Ｍ１( ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)为曲面上异于原点 Ｏ
(０ꎬ０ꎬ０)的任意一点ꎬ则

Ｆ(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ０ꎮ
直线 ＯＭ１ 的方程为

ｘ＝ ｘ１ ｔ
ｙ＝ ｙ１ ｔ
ｚ＝ ｚ１ ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

式中:ｔ 为参数ꎮ
故 Ｆ(ｘꎬｙꎬｚ)＝ Ｆ(ｔｘ１ꎬｔｙ１ꎬｔｚ１)＝ ｔλＦ(ｘ１ꎬｙ１ꎬｚ２)＝ ０ꎬ

即整条直线 ＯＭ１ 均落在曲面上ꎬ即曲面是由一族经

过定点 Ｏ(０ꎬ０ꎬ０)的直线生成ꎬ故为锥面ꎮ

３ 统一二次柱面和锥面的判定形式

二次柱面和锥面是一类比较特殊的曲面ꎬ其特

点是它们均可以看出是由一族直线生成ꎬ并且方程

均为二次方程ꎬ由于这些特点ꎬ使得这些曲面具有

很好的性质ꎮ 事实上ꎬ可以在同一的框架下去讨论

二次柱面和锥面的判定ꎮ
定理 ４　 假设二次曲面方程可化成如下形式

(Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１)(Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２)－
　 (Ａ３ｘ＋Ｂ３ｙ＋Ｃ３ｚ＋Ｄ３)(Ａ４ｘ＋Ｂ４ｙ＋Ｃ４ｚ＋Ｄ４)＝ ０ (１２)

命题Ⅰ　 若 Ｄ１ ＝Ｄ２ ＝Ｄ３ ＝Ｄ４ꎬ则式(１２)表示的

曲面为锥面ꎮ
命题Ⅱ　 对参数 ωꎬμ(ωꎬμ 不全为零)ꎬ若比例

ωＡ１－μＡ３ ωＢ１－μＢ３

μＡ２－ωＡ４ μＢ２－ωＢ４
∶

ωＢ１－μＢ３ ωＣ１－μＣ３

μＢ２－ωＢ４ μＣ２－ωＣ４
∶

ωＣ１－μＣ３ ωＡ１－μＡ３

μＣ２－ωＣ４ μＡ２－ωＡ４
ꎬ

与 ωꎬμ 无关ꎬ则(１２)表示的曲面为柱面ꎮ
证明:由文献[１ꎬ４]可知ꎬ方程(１２)与以下方程

等价

ω(Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１)＝ μ(Ａ３ｘ＋Ｂ３ｙ＋Ｃ３ｚ＋Ｄ３)
μ(Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２)＝ ω(Ａ４ｘ＋Ｂ４ｙ＋Ｃ４ｚ＋Ｄ４){ (１３)

即式(１２)的曲面可以由式(１３)的直线族生成ꎮ 若

Ｄ１ ＝Ｄ２ ＝Ｄ３ ＝Ｄ４ꎬ则式(１３)的直线族经过定点(０ꎬ０ꎬ
０)ꎬ根据锥面的定义可知式(１３)的直线族生成的曲

面为锥面ꎬ其顶点为坐标原点ꎬ故命题Ⅰ成立ꎮ
对固定的 ωꎬμꎬ直线(１３)的方向数为

ωＢ１－μＢ３ ωＣ１－μＣ３

μＢ２－ωＢ４ μＣ２－ωＣ４
∶

ωＣ１－μＣ３ ωＡ１－μＡ３

μＣ２－ωＣ４ μＡ２－ωＡ４
∶

􀅰１２１􀅰
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ωＡ１－μＡ３ ωＢ１－μＢ３

μＡ２－ωＡ４ μＢ２－ωＢ４
ꎬ

若以上比例与参数 ωꎬμ 无关ꎬ则式(１３)的直线

族为一族平行直线ꎬ即式(１２)的曲面可看成由一族

平行直线生成ꎬ根据柱面的定义可知式(１２)的曲面

为柱面ꎬ故命题Ⅱ成立ꎮ
例 ３　 证明方程

(ｘ－ｚ) ２＋(ｙ＋ｚ－１) ２ ＝ １ (１５)
表示的曲面为柱面ꎮ

证明:由方程(１５)可知曲面为二次曲面ꎬ并且

此方程可化为以下形式

(ｘ－ｚ)(ｘ－ｚ)－(ｙ＋ｚ)(２－ｙ－ｚ)＝ ０ꎮ
由定理 ４ 可知

Ａ１ ＝Ａ２ ＝ １ꎬＢ１ ＝Ｂ２ ＝ ０ꎬＣ１ ＝Ｃ２ ＝ －１ꎬＡ３ ＝Ａ４ ＝ ０ꎬＢ３ ＝ １ꎬ
Ｂ４ ＝ －１ꎬＣ３ ＝ １ꎬＣ４ ＝ －１ꎮ

对任意不全为零的参数 ωꎬμꎬ
ωＡ１－μＡ３ ωＢ１－μＢ３

μＡ２－ωＡ４ μＢ２－ωＢ４

∶
ωＢ１－μＢ３ ωＣ１－μＣ３

μＢ２－ωＢ４ μＣ２－ωＣ４

∶

ωＣ１－μＣ３ ωＡ１－μＡ３

μＣ２－ωＣ４ μＡ２－ωＡ４

＝ ω －μ
μ ω

∶
－μ －ω－μ
ω －μ＋ω

∶
－ω－μ ω
－μ＋ω μ

＝ １ ∶ １ ∶ (－１)ꎬ
故由定理 ４ 可知原方程表示的曲面为二次曲面ꎮ

４ 结语

柱面和锥面是解析几何中两类比较重要的曲

面ꎬ它们都是直纹曲面ꎮ 本文主要在直纹曲面的框

架下讨论了柱面、锥面方程的求法以及柱面、锥面

的判定ꎬ从而统一了柱面、锥面方程求法ꎬ统一了判

别定理的证明方法ꎬ统一了二次柱面、锥面的判别

形式ꎮ 通过对这些内容的统一ꎬ一方面可以让学生

从较高的角度去把握柱面和锥面的相关内容ꎻ另一

方面也可以为教师节省不少教学时间ꎮ 事实上ꎬ在

具体的教学过程中ꎬ对教材做这样的统一处理ꎬ确

实收到良好的教学效果ꎮ
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