
0 引言

分数阶微积分是常微分和积分到任意阶的推

广。与整数阶相比，分数阶微分方程在物理现象的

模拟上有许多优势[1]。近几十年来，分数偏微分方

程被广泛用于描述工程过程和动力学系统。越来

越多的研究人员致力于研究求解分数微分方程以

及解的存在性和唯一性。由于分数阶微分算子具

有全局性以及对偶算子不是其负算子的性质，很难

对分数阶微分方程进行求解，因此很多学者对分数

阶问题的数值方法进行了研究，针对不同类型的方

程提出了不同数值方法。常用的方法包括有限差

分方法[2]，有限元方法[3]，谱Galerkin方法[4]以及正交

多项式的方法。常用的多项式方法有 Legendre 多

项式[5]、Chebyshev多项式[6]、Bernstein多项式[7]，以及

Bernoulli多项式[8]。目前用Bernoulli多项式求解分

数阶微分方程的文献很少，且运算较为复杂，因

此 基 于 分 数 阶 微 分 算 子 矩 阵 的 方 法 ，引 入

Bernoulli 多项式，结合 Tau 法和配方法将分数阶

微分方程转化为线性或者非线性方程组，以降

低问题的复杂性。

1 预备知识

1.1 Caputo意义下的分数阶微分[9]

定义1：Caputo类型的分数阶微分定义

（1）

其中，α >0，n是比α大的最小的整数，对于Caputo微

分有DαC=0 ，C为常数。

其中，「 表示向上取整函数，」表示向下取整，N0=

{0，1，2，…}，N={1，2，…} 和整数阶微分相似，

Caputo分数阶微分也具有线性性质：

其中，γ和δ为常数。
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1.2 Bernoulli多项式的性质[10]

定义2：定义在[0,1]上的Bernoulli多项式为：

（3）

其 中 ，α i=Bi(0),i=0,1, …,n，Bi(0) 为 Bernoulli 数 ，

Bernoulli数可由公式（4）生成：

（4）

Bernoulli多项式满足以下4个等式：

（5）

根据文献[2]，Bernoulli多项式在区间[0，1]上形

成一个完整的基。

定义：

（6）

其中，D(1)为（N＋1）×（N＋1）维的矩阵。

1.3 Bernoulli多项式函数逼近

设 H＝L2（[0,1]）， 为

Bernoulli多项式的集合， ，则对于

H 空间中的任意函数 g（t），存在唯一的最佳近

似 ：

（7）

式（7）等价于

（8）

其中，〈，〉表示内积， ，由

于 ，因此存在唯一的向量 得到

。

利用公式（8）得到：

（9）

其中，〈B（t）,B（t）〉为（N＋1）×（N＋1）维的矩阵。

假设M=〈B（t）,B（t）〉，M可由（5）式计算。对于

任意的g（t）∈L2（[0,1]），可由Bernoulli多项式张开，

即 g（t）=GTB（t），

G=M-1〈g（t），B（t）〉

2 分数阶微分的Bernoulli算子矩阵

根据公式（6）可以得到：

（11）

其中，n∈N，D（1）矩阵中的上标表示矩阵的幂，因此

有，D（n）=（D（1））n,n=1,2,…。根据 Bernoulli 多项式的

性质，对于第 i个多项式Bi（t），有：

（8）

定理1：设 B（t）为公式（11）中 Bernoulli 向量，

则： （12）

其中，D（μ）为（N＋1）×（N＋1）维的在 caputo意义上的

分数阶微分的运算矩阵，定义如下：

（13）

其中，αi为Bernoulli数，cr,j可由（10）得到。值得注意

的是，在矩阵D（μ）中，前 行系数都为零。

证明：

（14）

假设 tr-u能以Bernoulli多项式的形式展开，即

（15）

令： ， 则

（16）

3 数值计算方法

3.1 线性分数阶微分方程的求解

考虑 Caputo 意义下的分数阶微分方程具有如

下的形式：

初始条件满足：

（18）

（10）
（17）

，
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其中，α0,α1,…，αk为常系数，μ∈[m－1,m]，g（t）为给

定的源函数。

利用 Bernoulli 多项式可以将 y（t）和 g（t）近似

为：

（19）

其中，向量G可以由公式（10）求得，CT为未知向量，

根据定理 1，分数阶微分Dμy(t)和Dαjy(t)可以做如下

近似：

因此，公式（14）的残差R(t)可以表示为：

（21）

其中，IN+1为N+1维单位矩阵，利用经典的Tau方法，

我们可以利用如下公式产生N－m+1维的线性方程

组：

（22）

利用初始条件可以得到

（23）

公式（19）和（20）分别生成N－m+1和m维的线

性方程组，求解线性方程组可以得到未知系数CT。

3.2 非线性分数阶微分方程的求解

对于如下的非线性分数阶微分方程：

（24）

初始条件如（18）式，0＜q1＜…＜qk＜μ，则 y(t)，Dμy

(t)以及Dαjy(t)的近似处理和线性方程一样，因此残

差R
-
（t）可以表示为：

为了求公式（24）的解，首先计算公式（25）在

N－m+1个点的值，为了得到最优的结果，本文让配

置点选择为N－m+1移位勒让德多项式的根。

R
-
（t）=0,i=1,2,…,N－m+1 （26）

联合公式（23）和（26）得到 N+1 维的非线性方

程组，利用典型的迭代方法，如牛顿迭代方法就能

得到y(t)的近似解。

4 实例计算

例1：考虑如下非线性初值问题[11]，

（27）

（28）

精确解为y(t)＝t2。

假设N=3，则方程（27）的解可近似为：

因此，

因此，公式（24）和（25）整理为：

（29）

（30）

将移位勒让德多项式的第一个根 t0=0.5代入公

式（26），结合公式（27），利用牛顿迭代法得到：

。因此，

例2：考虑如下线性边界值问题[12]，

方程（31）和（32）有精确解y(t)＝t2。

假设N=3，则方程（31）的解可近似为：

因此，

因此，方程（31）和初始条件（32）整理为：

（33）

（34）

利用3.1节的算法得到如下线性方法组：

CT=[0.33 1 1 0]。因此，y(t)＝CTB(t)=t2

（20）

（25）

， ，

，

（31）

（32）

。
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例 3：考虑如下的非线性分数阶Riccati微分方

程[13]：

（35）

（36）

当q=1时，方程（35）和（36）有精确解：

图 1给出了利用 3.2节的方法，当N=5时，分别

为 1、0.9、0.75 和 0.5 的计算结果，从图 1 中可以看

出，当q接近1时，本文方法的结果能很好地接近精

确值。

5 结论

文本提出了解决一类分数阶微分方程的

Bernoulli矩阵方法。基于L2空间下，任意函数可由

Bernoulli多项式展开，将分数阶的微分方法转化为

线性或者非线性方程组进行求解，降低了方程的计

算复杂性，并通过实例分析证明了算法的有效性。
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图1 不同q值下的模拟结果
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