
0 引言

计算机立体视觉系统可以根据相机中图像的

基本情况，得出三维条件下物体的方位、大小以及

空间几何，同时判断该条件下的物体特征。相机能

够根据成像原理把三维图像投射到二维空间来，这

一过程是成像变换的一种情况，也是相机成像模

型。根据相机中二维图像的基本情况得出三维条

件下物体的信息，同时重新构建物体。但是物体的

三维定位点和物体图像中的点二者的关系是根据

相机成像几何模型来衔接的。几何模型的参数和

相机参数大体一致，根据相机标定方法得知，相机

标定有相机内部的几何位置和内部参数，还有在坐

标中相机的三维定点和变化趋势。提出了引入非

线性优化的相机标定方法，并就其在相机系统中的

应用做了探讨。

1 针孔透视变换模型

在计算机视觉系统内，相机模型的主要工

作是把三维空间内的点和二维图像中的点进行

衔接。使用的相机模型一般有透视投影模型

(针孔相机模型)，正交投影模型和拟透视投影模

型 3 种，使用频率较多的是针孔相机模型，如图

1 所示。
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假设没有透镜畸变这一影响因素，空间内的某

点X在图像上的成像方位能够通过针孔透视变换模

型进行显示。如图 2所示，通过透镜的成像几何能

够得出：

在式（1）中，（x,y）所表示的是空间点X在图像

平面成像的图像坐标，（xc，yc，zc）代表的是空间点X

在相机坐标系下的坐标。可通过齐次坐标与矩阵

来描述投影关系：

（2）

通过将式（2）与（1）进行结方程组能够得出世

界坐标系 owxwywzw中点X坐标与和其投影点在图像

坐标系下的坐标关系：

（3）

在式（3）中， ， 。P表示 3×4矩阵，

又称投影矩阵。因为 k1，k2，u0，v0和相机的内部结构

息息相关，所以其参数一般是相机的内部参数，可

以通过矩阵求得：

其中，矩阵K所代表的是内方位元素矩阵。

2 相机畸变模型

相机在成像过程中，实际像点位置往往与理想

像点位置存在一定的误差，而这一误差就是相机畸

变。所以，通过理想针孔模型来使像点与物点进行

匹配之前，需要修改像点的畸变模型。修改模型如

式（4）所示：

（4）

在式（4）中：x'，y'所代表的是实际成像点，x，y指

的是理想成像点。像点畸变类型可分为径向畸变

和切向畸变，其畸变范围主要是由像点到成像中心

的距离确定，在工业机器视觉领域，只需要研究径

向畸变就可以得出精准成像数据。

径向畸变的表现形式是在实际像点随着径向

的方向伸缩，实际像点回缩表示负径向畸变，即桶

形畸变；实际像点伸出表示正径向畸变，即针垫形

畸变。畸变是以成像中心作为基点互相对称，畸变

范围只和像点以及成像中心远近息息相关。

（5）

在式（5）中， ，q1，q2，q3表示各次径向畸

变系数。经过多次实验可知，一次、二次项所发生

的畸变要比其他各次畸变总和多得多，所以在现实

操作过程中，只需要分析一次、二次畸变就可以。

这样式（5）可简化为：

（6）

3 相机标定方法

传统相机标定法一般是 DLT 直接线性变换相

机定标法。该方法是根据摄影测量理论来分析相

机和空间点二者的关系，在此基础上形成了相机成

像几何的线性模型。该线性模型能够通过推导线

性方程的答案来达到预计效果。因此更加方便，计

算过程简练。

3.1 线性标定

传统线性标定法是将非线性方程进行拆解，形

成一组新的线性方程组，并通过最小二乘法求出其

新变量解，然后反推求得原变量值。该方法优势在

于去除了迭代运算的过程，自标定效率高。然而却

忽略了相机镜头的畸变，该差值将影响着标定数据

的准确，直接线性转换法是线性标定法的代表。直

接线性变换方法使用的模型为：

（7）

在式（7）中，（xw,yw,zw）表示三维物体空间中控制

点的坐标，（u,v）代表图像上对应于三维控制点的图

像点的坐标，aij指直接线性变换方法的待定参数。

3.2 引入非线性优化的标定方法

LM算法广泛应用于计算非线性最小二乘过程

中，LM算法中至关重要的就是通过模型函数把待

估参数向量在所涉及的内容中进行线性相似，不考

图1 针孔相机模型 图2 投影后的点的坐标的计算

（1）

K
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虑二阶以上的导数项，最终变成线性最小二乘计

算，它最大的优势在于计算快、得出结果正确性

高。在相机拍摄某一标定板的各个角度时引入非

线性优化实现，或是让相机不发生移动对移动的标

定板拍摄，按照二维数据进行标定计算。该标定法

的各个环节为：

（1）对相机参数进行初始化标定；

（2）通过初始化标定的数据来修正图像，同时

计算出畸变系数；

（3）通过非线性优化对数据进行操作，同时得

出优化之后的参数。

在第一次相机标定时，对相机参数进行初始化

标定。再标定时，需要将图像坐标和世界坐标初始

化，以应对在计算时出现病态性的畸变。图像点坐

标表示为（ui,vi）（i=1,2,…，n），各空间点的世界坐标

为（Xwi，Ywi）（i=1,2,…，n），初始化的过程可如下所

示：

（1）先得出u，v两轴上各坐标的平均值：

每个图像点对平均值的差距是：

（2）分别求出u，v两轴上及Xw，Yw两轴上所有点

到平均值点的平均值：

（3）分别求u，v两轴上及Xw，Yw两轴上的比例缩

放因子：

（11）

（4）u，v两轴上及Xw，Yw两轴上的变换关系可由

矩阵形式表示为：

（12）

（5）设经过归一化处理的图像坐标和世界坐标

分别为m'与M'，其与原图像坐标和世界坐标m与M

有如下关系：

（13）

因为单应矩阵H'满足m'=H'M'，可由RANSAC

等方法求出单应矩阵H'的初值。根据式（13）可以

转化为H。令H=[h1 h2 h3]，可得：

[h1 h2 h3]=k[R t]

由于矩阵R是正交矩阵，根据正交矩阵的性质，

可以推得：

（15）

令B=K-TK-1，可得：

（16）

令B=[B11 B12 B22 B13 B23 B33]T，矩阵H得第 i行hi=

[hi1 hi2 hi3]T，可得：

（17）

其 中 ，vij=[hi1hj1 hijhj2 + hi2hj1 hi2hj2 hi3hj1 + hi1hj3

hi3hj2 +hi2hj3 hi3hj3]T，根据式（17）的两个约束条件可

得：

如果拍摄得到 n 幅图像，则可以得到 n 个如式

（18）的方程组，联立该方程组可得：

Vb=0

得到内方位元素矩阵K后，外方为元素也可以

由H=K[R t]求得：

R=[K-1h1 K-1h2 K-1h3]

t=K-1h4

最后：对可变参数进行优化，在得到初始化标

定的前提下，通过非线性优化的过程，约束每个点，

并得到优化之后的内外参数。

LM方法的优化的目标函数为：

在式（21）中，n为拍摄所得图像的数量，m表示

控制点的数量，mij为实际的图像坐标，（K,q1,q2,Ri,

ti,Mj）是模板上的三维点 Mj在第 i 幅图像上的投影

点。待优化的参数有：内参数矩阵K，畸变系数q1和

q2，第 i幅图像的外参数矩阵Ri和 ti。

4 实验结果

根据上述研究相机自标定理论，确定具体的实

验步骤如下：

（1）打印如图3所示的棋盘方格图，并贴在一个

平面上；

（2）固定平面，移动待标定相机并从不同角度

拍摄若干张（大于或等于 3张）模板图像，如图 5所

示；

（3）检测每幅图像的角点，并求出每一幅图像

，
（8）

， （9）

， （10）

，

，

，

（14）

（18）

（19）

（20）

（21）

—

—
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图5 相机标定模板原图

图6 对标定误差进行优化

的单应矩阵H，并进行初始标定；

（4）对所求参数进行优化，如图 6所示；利用反

投影法进行误差分析，如图4所示。

用待标定的相机对模板进行不同角度的拍摄，

得到 19组大小为 1 024×768的实验图像，如图 5所

示。

经过优化后得到的实验结果如下：

k1=1 075.443 85， k2=1 078.016 63；

u0=497.713 14， v0=396.837 14；

q1=-0.174 99， q2=0.085 34

检测上文标定数据的正确性需要把标定中的

内参数与 19个处于不同方位的外参数代入式（30）

中，再通过标定中的世界坐标，得到图像角点坐标，

同时和现实中拍到的 19幅图像的角点结果进行比

较，能够发现投影中存在的一定差别，图6所标示的

是通过反投影对19组数据计算的结论。据此得出，x

方向的误差不超过2个像素，y方向的误差不超过3个

像素，且大部分点的误差都集中在1个像素之内，故

认为标定结果较好的描述了相机的成像情况。

5 结语

对相机针孔透视变换模型进行了深入研究，建

立了相机成像失真校正的数学模型；在传统相机标

定系统的基础上引入非线性优化方法，采用

Binocular Vision-Based 算法求解摄像机参数。首

先，基于相机的理想模型的完成相机参数标定，然

后用初始校准参数对图像信息进行修正，并确定畸

变系数；根据得到的畸变系数和初始校准参数，数

据的非线性优化计算的参数优化。实验结果表明，

利用LM优化算法来计算得出相机的参数能够较好

的描述相机的成像情况。

图4 再投影误差(单位：像素)图3 棋盘方格图

（Iwait Jwait）

（1 1） N1

M1

（下转第54页）
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涤剂中的P含量，推广使用无磷洗衣粉等，控制上游

洗衣、种菜等生产生活活动，采取相应的约束措施

等。（3）实施截污工程或者引排污染源。截断向水

体排放营养物质的排放源，是控制某些湖泊水体富

营养化的关键性措施，可以从根本上消除水体富营

养化的主要人为外源性污染源，提供改善水质的基

本条件。（4）合理使用土地。合理规划利用土地，保

护绿化带、最大限度地减少土壤侵蚀、水土流失与

肥料流失。

4.3.2减少内源性营养物质负荷

减少内源性营养物质负荷，可以有效地控制湖

泊内部P富集。可以从以下几个方面考虑：（1）生物

性措施。利用水生生物吸收利用N、P元素进行代

谢活动去除水体中N、P营养物质，通常种植高等植

物，如莲藕、蒲草等。随着这些水生植物收获，N、P

营养物也就随着水生植物体一道离开了水体，这种

方法适用于底泥中营养物质积累丰富的水体。(2)

工程性措施。主要包括挖掘底泥沉积物、进行水体

深层曝气、注水冲稀等。(3)化学方法。这类方法包

括凝聚沉降和用化学药剂杀藻等。

5 结论

通过对龙眠河市区段的水体研究，可以得出以

下结论：（1）下游水体的EC、TP、叶绿素 a值比上游

高，说明河水受到一定污染。（2）水体为Ⅲ类水，水

体富营养化综合指数为 37.2～50.8，没有达到富营

养水平，部分区域达到了轻度富营养化的水平，主

要污染因子为TN和叶绿素a和SD。
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表14 水体富营养化评价结果
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