
0 引言

变分法是求解泛函极值的一种经典方法[1]，可

以确定容许控制开集的最优控制函数，也是研究最

优控制问题的一种重要工具。关于变分法在最优

控制中的应用已做了大量研究[2-3]。文献[4]研究了

变分法在最优控制问题中的一个应用，文献[5]讨论

了最大值原理在求解无限时域最优控制问题中的

一个应用, 文献[6]给出了 3类复杂系统在固定边界

条件下最优控制的必要条件。在许多实际问题中,

泛函的积分限既可以固定，也可以变动，而且变量

往往不是局限于两个。因此，多元函数在可动边界

条件下的泛函极值问题是目前需要解决的主要问

题, 本文在已有研究的基础上, 给出了多元函数在

可动边界条件下最优控制的必要条件, 并且给出了

证明。

1 变分法原理

引理1[7] 设有泛函 ，其可

取曲线 类函数，且两个端点 A（x0,y0），B

(x1,y1) 分别在两个给定的C2类函数 y=φ(x)与 y=ψ(x)

上移动， ，

则 。

引理2[7] 设有泛函 ，

其极值曲线左端边界条件 y（x0）=y0，z（x0）=z0，固定，

另一端点B(x,y,z)在自由变动的条件下，其极值曲线

y=y(x)在端点x=x1处取得极值的必要条件是：

2 可动边界多元函数系统最优控制

可动边界多元函数系统的状态方程一般形式

可以写成：

其中 yi(x)为状态变量，u(x)为控制输入，式中

yi∈C2[x0,x1]，F∈C2，容许曲线 y=yi(x)在左端点A（x0,

yi0）固定，在右端点B(x1,yi1) 可变。

最优控制表达式为：

（2）

则该系统达到最优控制的必要条件为：
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证明：该多元函数系统求最优控制问题实际上

相当于引理 2 中泛函求极值问题，泛函 J[yi(t)]的增

量可写成

（4）

对式(4)右边第1个积分应用中值定理并考虑到

F的连续性，同时在第 2个积分中析出它的线性主

部，有

式中，0＜θ＜1，且当δx1→0时，ε1→0。

第2个积分的被积函数展成泰勒展开式，有

=

式中，R1为 的高阶无

穷小，可略去不计。

把式（6）代入式（4）中的第2个积分中，得

（7）

将（7）的右边的n项分部积分，则（7）式变成

由于泛函 J 的极值曲线必须满足欧拉方程

，且在固定端点A处， ，

，…， 。

故（8）式变成

将（4）和（5）式得：

由引理1知：

式中，当δx1→0时，ε1→0。得到△J关于δx1与

δyi1的线性主部，得：

(11)

故若δx1与δyi1相互无关，则由条件δJ=0得：

(12)

证毕。

3 结语

复杂系统的最优控制问题一直是大家关注的

问题，之前已经对固定边界条件下最优控制的必要

条件做了相关研究[8]，本文进一步研究出了可动边

界条件下多元函数系统最优控制的必要条件及其

证明。但在许多实际问题中，最优控制系统往往还

受一些约束条件的限制，关于可动边界多元函数在

约束条件下最优控制的必要条件还没有相关的研

究，希望今后能够解决此类问题。
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