
引言
实数完备性基本定理是实数理论中的重要内

容之一。实数完备性的基本定理有：数列的柯西收

敛原理、实数集的确界定理、区间套定理、有限覆盖

定理、数列的单调有界定理、聚点定理、致密性。这

七个定理是彼此等价的，它们以不同的方式刻画了

实数集R的一种特征—完备性。大多数教材[1，2]都是

把确界定理作为公理，但确界定理的证明冗长，不

易被学生所理解和接受。诸多学者以某一定理当

为公理，对实数完备性的几大定理进行循环论证
[3-6]，也有学者利用戴得金提出的完全覆盖法对实数

完备性基本定理进行了统一处理[7]。这些论述堪称

为经典之作。本课题组研究发现，用实数完备性彼

此等价的七个定理中的一个定理去证明其它定理，

在诸多文献资料中鲜有发现。而柯西收敛原理是

数学分析中的重要定理之一，它为研究数列和函数

极限提供了有效的思路与方法，并在判别广义积

分、级数是否收敛、函数的一致连续等方面都有较

广泛的应用。本文试遵循学生学习数学分析的知

识顺序，从证明柯西收敛原理出发，去一一证明实

数完备性的其它定理。

1 预备知识
（柯西收敛原理）[2]数列 收敛的充要条件

是： ， ，当 时总有 成立。

证明：(必要性)设 ，由数列极限的定

义， ， ， 时有 , 。因

而有 。

(充分性)由条件 ， ，当 时有

。则 ， ，当 时， 总

是成立的。取两者的中点设为A，假若满足条件的

数列 发散，则 ， ，当 时，对于 总

有 。由实数 B 的任意性可知，当 时，

，这与已知条件矛盾。故

数列 收敛。

定义1[2] 设 为数轴上的点集， 为定点（它可

属于 ，也可不属于 ），若 的任何邻域内都含有

的无穷多个点,则称 为的点集 一个聚点。

定义1'[2]设 为实数集R上的非空点集，

总成立，则称 为的数集 一个聚点。

定义1″对于点集 中若存在各项互异的收敛

数列 ，则其极限 称为 的一个聚点。

定义2[2] 设闭区间列 具有如下性质：

（i） ；（ii） ，则

称 为闭区间套，简称区间套。

定义3[2] 设 是R中的一个数集。若数 满

足：（i）对一切 ，都有 ，即 是 的上界；（ii）

对任何 ， ，使得 即 又是 的最小上

界，则称数 为数集 的上确界，记作 。同

样可定义下确界。

定义4[2] 设S为数轴上的点集， 。

若S中任何一点都含在H中至少一个开区间内，则

称H为S的一个开覆盖，或称H覆盖S。若H中开区

间的个数是无限（有限）的，则称H为S的一个无限

开覆盖（有限开覆盖）。

2 主要结论
2.1 利用柯西收敛原理证明确界定理

确界定理[2] 设S为非空数集。若S有上界，则S
必有上确界；若S有下界，则S必有下确界。

证明：设S为非空有下界数集，由实数的阿基米

德性， 使 为S的下界，但

不是S的下界。那么 使 ，分别取

则对于每个 n 存在相应的 ， 为S

的下界，而 不是S的下界。故 使
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对于 为S的下界，则 。则 ，同

理 ，从而 ，所以

当 时有 。由柯西收敛准则知数列

收敛，不妨令 ， 总有

则 ， ，n充分时，同时有

。又因为 不是S的下界，故 使

， ，由定义3可知，

为S的下确界。

同理可证数集S有上界必有上确界。

2.2 利用柯西收敛原理证明闭区间套定理

区间套定理[2] 若 是一闭区间套，则存在唯一

的一点 ，使得 ，即 。

证明：由定义2可知：闭区间 显然满足①

② 则数列满足柯西

收敛准则，即

又因 单调增加， 也单调增加，则

下证满足条件 的 是唯一的

公共点。

假设数 也满足 则由

2.3 利用柯西收敛原理证明有限覆盖定理

有限覆盖定理[2] 设H为闭区间 的一个（无

限）开覆盖，则从H中可选出有限个开区间来覆盖

。

证明 假设定理的结论不成立，即闭区间 不

能被H中有限个开区间覆盖。现采用常见的二分

法，将 等分为两个子区间，则两个子区间中至

少有一个子区间不能被H中有限个开区间覆盖。

记这个区间为 ，且 ，再将 等分为

两个子区间，同样，其中至少有一个子区间不能被H

中有限个开区间覆盖，记为 ， 。按

此等分区间的方法无限地进行下去，得到一个数列

，它满足 ，由柯西收敛原理可知数

列 收敛，不妨令：

,当n充分大时，存在开

区间 使得 。这表明 只

须用H中的一个开区间 就能覆盖，与假设相矛

盾。因此假设不成立。

2.4 利用柯西收敛原理证明单调有界定理

单调有界定理[2] 在实数系中，有界的单调数列

必有极限。

证明：假设数列是单调递减数列，假设数列不

收敛。由柯西收敛原理可知：总存在 ，任意正

整数N，当 时， 或 不妨取 ，

取数列 的两子列 ， ， 且

那么

则有 由 的任意性可知， 无下界。这与

已知数列有界矛盾。故数列必收敛。

2.5 利用柯西收敛原理证明聚点定理

聚点定理[2] 实数轴上的任意有界无限点集必有

聚点。

证明：假设有界无限点集E中没有聚点。不妨

令m,M 分别是E的下界和上界，则在[m,M]中每一

点都不是E的聚点。取[m,M]的中点x1，在[m，x1][x1,

M]中至少有一个区间有无穷多个点。不妨令[m，x1]

中 有 无 穷 多 个 点 ，再 取 [m ，x1] 的 中 点 x2 ，

同样[m，x2][x1，x2]中至少有一个区间

有无穷多个点。以此方法一直取下去，到[xn，xn+1]时

，[xn，xn+1]中仍有无穷多个点。任取

其中属于E中的两点 则

由柯西收敛原理可知数列 收敛。由定义1″知无

限有界点集中至少有一个聚点。

2.6 利用柯西收敛原理证明致密性

致密性定理[2] 有界数列必有收敛子列。

证明：设 为有界数列。若 是常数数列，常

数列显然收敛。

若 中有无限项不相等，假设任一子列都发

散，则总存在 ，不妨取 ，任意正整数N，不妨

取N＝1，当 时， 。任取一个单增子

列 总有 ， ， ， ，

即 ，而 有界，由m的任意性可知 无上

界，这与题设中的有界数列相矛盾，故假设不成立。

实数的基本完备性定理中，柯西收敛原理、聚

点定理、确界定理、单调有界定理、闭区间套定理都

是刻画实数系统的局部性质；致密性定理、有限覆

盖定理是刻画实数系的整体性质。这些定理通过

整体性质归结到某点邻域的“局部性质”，或由某局

部性质推广到整体性质，形成了对实数系的全方位

刻画。柯西收敛原理尤其重要，它既可证明极限点

的存在性，又可找到相应的点。只有理清了这些定

理的内涵，才能加深学生对定理的理解，拓宽证明

思路，提高学生的逻辑思维能力与数学分析能力。

，

即

＝0。

，
。

有 。

，故有 。

。 当 时，，即
，即

，
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Prove Other Real Number Completeness Theorem Use Cauchy Convergence Principle

ZHANG Xue-mao，LIU Lai-Shan，CHEN Ling，LIANG Ni，LIU Jing，XU Fang
(Institute of Mathematics，Taizhou University，Taizhou, Jiangsu 225300)

Abstract: According to the knowledgeorder of mathematical analysis learning and starting from the proof of the

Cauchy Convergence Principle, we prove the other theorems on completeness of the set of real numbers, which

generalizes some related results given by some other scholars.

Key words: completeness；convergence；limit；world indeed

height, leaf fresh weight, root fresh weight, leaf dry weight, root dry weight, leaf moisture content, moisture content

root, root to shoot ratio, germination rate etc. It also explored the correlation between different NaCl solution

concentration and the each trait of maize germination.The results showed that the trait differences of the different

hybrid combinations reached the level of 0.05 or 0.01 except the leaf moisture content and root moisture content at

germination stage. As a result , these indexes can be used as indicators of the salt tolerance maize about screening,

identification . NaCl concentration was significantly correlated with each trait, excluding root shoot ratio Increases

with increasing of NaCl concentration, the other indicators decreased with the increasing of NaCl concentration.

Key words: Maize; germination stage; salt stress
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