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1 引言
在实际的工程系统中，系统的输出方差和状态

方差经常用来度量很多性能指标，而且也经常用在

辨识、模型降阶、参数估计等方面的许多理论和方

法中。因此，为了满足系统的一些性能要求和将系

统中的建模与控制有效的统一，就需要系统具有一

定的输出或状态协方差。因而系统的协方差控制

就是指通过给系统配置相应的输出方差或状态协

方差的一种控制。

通常，闭环系统要保障具有所期望的一些性能

指标就可以通过使其稳态输出方差不超出某个给

定的范围。有一大类的控制系统，可以通过系统的

输出方差或其上界形式来刻画其精确度指标。要

保证一个系统具有优良的过渡过程品质，就需要此

系统能够同时具有良好的稳态特性和良好的瞬态

性能。因此研究方差和区域极点约束结合起来的

鲁棒方差约束问题才更加具有实际应用价值。

2 问题描述
考虑由以下状态方程描述的线性定常连续系

统

(1.1a)

(1.1b)

(1.1c)

其中 是系统的状态， 为输

出， 是控制输入， 是系统的被控

输出，测量噪声v(t)与外干扰 都是零均值高

斯白噪声，且v(t)与w(t)不相关，他们的强度分别为

V，W，初始状态x(0)是0均值的，并且与w(t)是不相

关的，而系数 矩阵。

要设计静态输出反馈控制器

，K∈K (1.2)

使得相应闭环系统(其中 )

(1.3a)

(1.3b)

在满足如下区域极点约束和输出方差约束下

相应有界输出反馈控制成本尽可能的低：

（1）闭环系统的极点位于图1无界扇形区域S

(α, θ)内；

（2）闭环系统的输出方差矩阵Z满足

。

其中稳态输出方差矩阵Z在闭环系统(1.3)渐近

稳定时由下式定义

这里E(·)表示随机变量的期望。

3 区域极点和方差约束下低成本输出反馈控
制器设计

首先要给出输出方差约束的一种BMI描述。

当闭环系统（1.3）渐进稳定时，系统的稳态状态协方

差矩阵

存在，且是如下代数方程

的唯一正定解；而相应的输出方差矩阵Z则满

足[31]： 。

由Lyapunov方程的解的单调性，及Schur补引

理，可得到如下定理。

定理1 对于K∈K，如果 P3使得如下不等式组
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（1.4）

图1

(1.5)
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(1.6)

( i=1, 2, …, q ) (1.7)

(1.9)

(1.11)

(1.11′)

则反馈增益K相应闭环系统（1.3）的稳态输出

方差矩阵满足约束（2）。

对输出反馈增益矩阵 K∈K，考虑如下极小值

问题：

, K满足：(1.7)及

(1.8)

t>－ε， ， ， (1.10)

定理 2 若存在输出反馈增益 K，使得 (1.7)-

(1.11)对应的t(K)<0，则闭环系统满足区域极点和输

出方差约束（1）和（2）。

下面给出求解区域极点和方差上界约束的输

出反馈增益算法。

算法1：和 约束输出反馈增益求解算法

Step1 在K内随机均匀地生成N个初始反馈矩

阵Ks (s=1,2,3…,N) ,并令s=1。

Step 2 令j=1，K(j)=Ks ；

Step 3令 ，

=min t：t, 满足(3.2.7)-(3.2.10)及

若tj＜0，令 ， ， 则

即是从Ks开始迭代得到的满足极点配置和方差约

束 要求的期望输出反馈增益，再令 ，返回

Step 2；否则，记想要极小点为 ， ， 。

Step 4 令 ， ， ，

，解BMI组(1.7)关于 ， ， ， ：

min t： 满足如下不等式组：

Step 5 令j:=j+1，K(j):=K(j-1)+δKjC，返回Step 3；

Step 6 若 ，或者 ( 为最大迭

代次数)，则令 ， ，结束关于j的内

循环， ，Step 2； ，结束关于s

的外循环。

从算法1得到满足极点和方差约束的系列输出

反馈增益矩阵后，将它们作为初始矩阵，再用一次

摄动线性化方法，有以下求取满足区域极点和方差

约束下的低成本控制设计算法。

算法2：极点和方差约束下低成本输出反馈控

制器设计算法

Step1 初始化：s=1, 记算法1计算所得的S个满

足极点约束的反馈增益矩阵系列为KK；

Step 2 j=1，初始反馈增益K(j) :=KK（:, :, s）；

Step 3 ，解三个极小值问题（

表示实方阵 的迹），

满足： ，

满足： ，

满足： ，

(i=1, 2, …, q )

并记相应的极小阵为 ，

Step4 令

解BMI组关于 ， ， ，Kj的摄动LMI约束极小值

问题：

tj=min 满足

(i =1, 2, …, q )

， ，

， K(j)+δK∈K，

其中 为摄动幅度，而

并记相应极小点为δKj+1。

， ， ， ，

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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并记相应的极小点为δKj+1。

Step 5 若|tj-1-tj|>ε(其中ε是小正数，如可取

ε=0.00001)。且 ( 为迭代次数的最大值)，则令

K(j + 1):=K(j)+δKj+ 1， , j:=j+1，返回

Step 3；否则，结 ，并记相应反馈增益为Kj(:,:,s)=K(j)。

又若s<S，令s=s+1, 返回Step 2，否则，结束关于s的

外循环。

Step 6 比较所得S个反馈增益矩阵，找出0元素

及就非常接近0元素个数最多的，得到成本相对的

输出反馈控制增益。

注 1.1 不等式(1.14)是不等式(1.6)关于P3及K

的摄动的强不等式，及若摄动量δP3和δK满足不

等式(1.14)，则G3(P3+δP3, K+δK)<0。

4 数值演算举例
假设系统(1.1)中的系数矩阵如下

极点位于 所示的切角无界区域 S(1.5, π/4)

内， , 输出方差上界指标

为O1=1.8, O2=2.3。

计算时，取ε2=10-6，K的摄动取为τ=0.4，所有

Pi矩阵的摄动取为τi=0.4，最大迭代次数 。用算法

1进行运算，得到八个满足区域极点和方差上界约

束的反馈增益矩阵，然后把这八个反馈增益矩阵作

为初始矩阵，再利用算法2进行计算，分别得

观察得到8个反馈增益矩阵，有的矩阵中有一

个元素为零或非常接近零，例如可选

注意到闭环系统的极点是K的连续函数，因而

将上述矩阵中的近似0元素换成0，相应闭环系统的

极点很有希望仍 指定的扇形区域内。事实上，相应

矩阵

作为反馈输出增益矩阵，相应闭环极点为

-1.6577 + 0.4395i, -1.6577 - 0.4395i, -2.0000

位于指定的区域内，而相应的输出方差矩阵为

，满足上界约束：Z11<σ1
2=1.82，Z22<

σ2
2=2.32。

5 小结
本章对于连续线性定常系统，先用BMI方法描

述出系统满足指定的区域极点指标和输出方差上

界指标，即把静态输出反馈的控制问题通过BMI的

约束优化问题来表示。然后利用文献[1]中求解BMI

问题的path-following方法，在问题所给指标相容的

情况下求得相应的输出反馈增益矩阵，最后通过算

法2求出元素绝对值和最小的增益矩阵，即为我们

所寻找的低成本控制。另外，可以通过调节部分性

能指标的限制范围来解决问题无解的情况，这也为

实际工程的应用提供了一定的 参考。

(i =1, 2, …, q )

K(j)+δK∈K

其中

， ，

， ， ，

－－

，

，

，

，
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A Research on Development Mode of Country Tourism in China Based on
Multi-Industry Linkage——A Case of Shuiji Town，Fujian Province

PENG Xia-sui，XU Yi-shan
（Wuyi University，Wuyishan，Fujian 354300）

Abstract: The development of country tourism has been rising promptly since 2000. Although many country
tourism projects have been constructed in different areas，the current development mode of country tourism can not
meet the needs in new era. Therefore, from the view of industrial chain and the analysis on dynamic mechanism of
the sustainable development，we are proposing a new development mode——multi-industry linkage development
mode of country tourism. The new mode is based on the analysis of existing tourism resource and market in Shuiji
town, and the integration and optimization of industrial elements in and between different areas，aiming to
consolidate the foundation of country tourism development and to promote the further economic development of
country tourism in Shuiji town.
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Low-cost Output-feedback Controller with Constraints of Pole and Output Variance

GENG Hong-mei
(Department of Liberal Arts,Yangzhou Polytechnic Institute, Yangzhou, Jiangsu 225127)

Abstract: The design problem is formulated in terms of BMI. By perturbation linearization of BMI, static

output-feedback controuer is designed to find low-cost output- feedback matrix with constraints on pole assignment

and steady output variance, and an algorithm which can meet the requirements is proposed.

Key words: Static output-feedback control; Low-cost; Output variance; BMI; Path-following method
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