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1 全微分方程、积分因子
如果方程P（x，y）dx+Q（x，y）dy=0的左边恰好是

某一个函数u=u（x，y）的全微分，即du=Pdx+Qdy或

， ，那方程就叫全微分方程，此时，原

方程的通解就是u（x，y）=c，这里的c是任意常数。

要注意的是当P（x，y），Q（x，y）在某D上的单连通区

域内它们具有一阶偏导数，那么可以知道当

时是判断全微分方程的充分且必要条

件。这个等式在区域D上恒成立。也只有此条件成

立时，根据曲线积分的原理可知，u（x，y）可以使用曲

线积分表示。即可写成

，这时的x0，y0是

在D内选定任意点坐标。当坐标原点（0，0）在区域

D时，也能取 ，事

实上它是沿联结坐标原点（0，0）到坐标点（x，y）的直

线段的曲线积分。

例，微分方程（3x2y+2xy）dx+（x3+x2+2y）dy=0，因

为 ，所以显然是全微分方程。则有

=x3y+x2y+y2可得所给微分方程的通解是x3y+x2y+y2=C。

若方程P（x，y）dx+Q（x，y）dy=0（1）不是全微分

方程时，则存在不恒等于零的函数μ=μ（x，y），使得

方程μPdx+μQdy=0成为全微分方程，那么μ（x，y）

就叫做方程（1）的积分因子。例如，方程ydx-xdy=0

不是全微分方程，但是， 是它的积分因子，因为

在方程两边乘上 后，马上得全微分方程为

。在理论上关于积分因子的存在性

问题，已经得到解决，因此在这里不在进行论述。

2 微分方程引入积分因子
（1）简单的微分方程，我们可用 积分学中的凑

微分这个有效的方法先寻找出积分因子。这时可

以归纳一些简单的二元函数的全微分标准形式。

并要求熟记，如。

，

，

，ydx+xdy=d（xy）等

等。例如，为了解微分方程（y-x2）dx-xdy=0的通解，

先将上式改写成（ydx-xdy）-x2dx=0，然后方程两边

乘以积分因子 ，可得 ，也就

是 ，成立。

上式积分之，便得原微分方程的通解为： 。

再如，若要求微分方程（x+2y）dx+xdy=0的通

解，可以在方程两边乘以积分因子 x，则有 x2dx+

2xydx+x2dy=0，这样即有 ，然后积分

得原方程通解为 。

（2）若遇见较复杂的微分方程时，应该先把方

程的左边分成几组，例如，把方程分成二组的情形

下，有（P1dx+Q1dy）+（P2dx+Q2dy）=0，（2）随后, 再分别

找出两组的积分因子μ1和μ2，也就是说，存在函数

u1=u1（x，y）和u2=u2（x，y），使得，

μ1P1dx+μ1Q1dy=dμ1，

μ2P2dx+μ2Q2dy=dμ2。

再借助于μ1和μ2可以求微分方程（2）的积分

因子。

因此，必须知道以下事实，如果μ是微分方程

（1）的积分因子，也为

μPdx+μQdy=du，

则有μ （u）也是方程（1）的积分因子，其中的

（u）是u的任何连续函数。事实上就有，μ （u）
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（Pdx+Qdy）= （u）（μPdx+μQdy）= （u）du=dΦ

（u）。这里的Φ（u）应该是 （u）的一个原函数。

因此，从上面方程左端分成的二组的情形，我

们可以选取更为适当的函数 （u）和ψ（u2），可使

μ=μ1 1（u1）=μ2ψ2（u2），那么μ应该同时是第一

组和第二组的积分因子，所以不难看出μ这个积分

因子也应该是微分方程（2）的。

现在举出几个案例：

分析案例1 要求解微分方程（xy2+y）dx+xdy=0

的通解，首先把方程左边分解成xy2dx+（ydx+xdy）=0

也就是 xy2dx+d（xy）=0 现在，μ2=1，u2=xy，这样ψ

（xy）是第二组的积分因子即可。

因此可取 。在已给微分方程两边乘以

，可得 ，将它两边积分即得

所给微分方程的通解为 。

分析案例2 为了解微分方程（3xy3-2y）dx+（x2y2+

x）dy=0的通解，可将它的左边分组成（-2ydx+xdy）+

（3xy3dx+x2y2dy）=0这样对于第一组-2ydx+xdy，乘以

后，可得 ，因此说，第一组

的积分因子的一般形式可以写为 。而对

第二组3xy3dx+x2y2dy，乘以 以后，

可得 ，因而第二组的积分因子

的一般形式应为 ψ（x3y）。而现在只要选择

，ψ（x3y）=x3y，

就会有 ，可以看出这就是所

求的积分因子。从而在所给微分方程两边同乘以

因子 ，可以得到 ，

即 ，则积分之后，得已给微分方程

的通解为 。

可以看出，使用积分因子是求解微分方程（1）

的一种非常有效的方法，前面研究过的很多微分方

程其实完全可以用这种方法求出它们的通解。已

学习过的一阶线性微分方程 ，将

他改写成[P（x）y-Q（x）]dx+dy=0，显然可知μ=eʃP（x）dx

是原微分方程的积分因子，若在方程两边乘以eʃP（x）dx

以后，可以得到d[yeʃP（x）dx]-Q（x）eʃP（x）dxdx=0，可知，一

阶线性微分方程的通解就是yeʃP（x）dx-ʃQ（x）eʃP（x）dxdx=

c，即有y=e-ʃP（x）dx[ʃQ（x）eʃP（x）dxdx+c]。
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Abstract: The article introduced to use integrating factor to solve differential equation，it is one positive
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