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分次环和分次模是在代数几何中射影代数簇

的背景下产生的，关于它的研究很多，本文在已知

分次环和分次模的内容上，细化了它的理想关命题

的证明，并得出分次环的子模的有限生成特性。并

由分次环看做自身上的自由模，推出分次环的基的

性质。

1 定义与命题
定义1：（具有幺元的交换）环A称为分次环。

若它满足下面两个条件：

（1）作为加法群A是可数无穷多个子群的直

和，即

（2）对于乘法，AnAm⫅An+m

定义2：设 是分次环，则A-模M叫

做分次模，若它满足下面两个条件：

（1）M是可数无穷多个A-子模的直和，即

（2）AmMn⫅Mn+m

定义3：A-模同态f：M→N称为分次的，若∃k∈

Z，s.tf（Mn）⫅Nn+k，其中k叫做分次同态的次数。

定义4：分次A-模N的子模N，是齐次的，若子模

中的所有元素都是齐次分量。即x∈N，，则x得所有

齐次分量均属于N，。

同样的，有齐次理想的定义如下：

定义5：A的理想α叫做是齐次的，是指它满足

如下条件：若x∈α，则x得所有齐次分量均属于α。

在上面的定义下，可证得以下结论：

命题1：若M，N是分次模，则

（1）分次同态f：M→N的核和象都是齐次子模。

（2）若I是A中的齐次子模，定义

则A/I是分次模且

（3）A中的幺元1是次数为0的齐次元素。

命题2：若M是分次A-模。则M 的零化子是A

的齐次理想。

在环的学习中，最基本的理想是素理想和极大

理想。那么，齐次理想和素理想、极大理想之间有

什么关系呢?

关于素理想，有下面的命题：

命题3：设 是分次环， 为

A的齐次理想（ρn⊆An）。则ρ为A的素理想⇔若

a∈Am，b∈An，ab∈ρ，则a∈ρ或者b∈ρ。

由于每个极大理想都是素理想，每个极大理想

也满足上述条件。

由接下来的引理得出有限生成分次模的子模

有限生成特性。

引 理 1：设 是 分 次 环 。 则 A 为

Noether环⇔A0为Noether环且A为有限生成A0-代数

引理2：交换环R是Noether环⇔有限生成的R-

模M的每个子模是有限生成的。

由上面两个定理，可以推出下面的结论：

命题4：设 是分次环。A0为Noether

环且A为有限生成A0-代数⇔有限生成的分次A-模
的每个子模都是有限生成的。

我们知道，交换环R 看做自身上的模时，就是
自由模。因此分次环可看做自身上的自由R-模。
每个自由摸都是投射模，因此分次环也是投射模。
它也就具有投射模的性质。

结论：若分次环是非零交换环，则分次环的任
意两个基具有相同的基数。

若分次环是非零交换环，两个分次模具有相同
的基数当且仅当基中元素的个数相同。

由自由模的性质，就可得出上述性质。

2 证明
（命题1的证明）：（1）记f：M→N
α=（a0，a1，…，an，…）∈kerf
∴f（α）=（b0，b1，…，bn，…）=0
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由分次同态的性质可得：f（an）=bn+k=0

∴an∈kerf即kerf是分次子模。

同理可证imf是分次子模。

记b=（b0，b1，…，bn，…）∈imf

由f（an）=bn+k得bn+k∈imf即可证之。

（2）定义自然同态f：M→A/I，

则kerf=I，imf≌A/I，

即A/I是齐次子模，即分次模。

定义自然同态：f：Ap+I→（Ap+I）/I可以诱导出

同态Ap→（Ap+I）/I，可以确定f把Ap映射到（Ap+

I）/I。

∵若x+I∈（Ap+I）/I，则x∈（Ap+I）/I

令x=y+z（y∈Ap，z∈I），

则x+I=y+I=f（y）

又kerf=Ap∩I

∴由第一同构定理可得Ap /（I∩Ap）≌（Ap+I）/I。

又I∩Ap=Ip

即可得结论

（3）记1=e1，e2，…，et，其中ei∈Ai，

若ap∈Ap，

则ap-e0ap=e1ap+…etap∈Ap∩（Ap+1􀱇…􀱇Ap+t）={0}

∴ap=e0ap即可得；a=e0a

同理可得：a=ae0

∴e0=1即可证得结论。

（命题2的证明）：记M得零化子为annM={a∈A

│aM=0}

要证它是A的分次理想，即证明annM可由齐次

元素生成。

记α=（a0，a1，…，an，…），若α∈annM，则

a0M+a1M+…+anM=0，即an∈M

annM是分次理想。

（命题3的证明）：（⇒）Qρ为A的素理想

∴根据素理想的定义很容易推出若a∈Am，b∈

An，ab∈ρ则a∈ρ或者b∈ρ。

（⇐）若a∈Am，b∈An，ab∈ρ，

若A=ρ，则a∈ρ且b∈ρ与已知矛盾。

则A≠ρ

又ab∈ρ，则a∈ρ或者b∈ρ。

∴ρ为A的素理想

（命题4的证明）：设 是分次环。A0

为 Noether 环且 A 为有限生成 A0-代数⇔则 A 为

Noether环

交换环R是Noether环⇔有限生成的R-模M的

每个子模是有限生成的。

综上可知有限生成的分次模的每个子模都是

有限生成的。

3 总结
本文是在分次环、分次模的已知内容上，细化

了某些命题的证明，证得分次同态的核、像都是齐

次子模，且分次子模的商模也是分次子模，齐次理

想在一定条件下是素理想，有限生成分次模的子模

的有限生成特性。由于分次环可以看做自身上的

自由模，可得出分次环的基的某些性质。
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