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关于Poisson方程边值问题的讨论已经是一个

十分古老的议题了。然而，由于该问题花样繁多，

难以全面把握。为了克服这一困局，笔者提出震荡

原理，用之可以使得这类问题的求解能够统一解

决。

1 引理
考虑下列形式的Poisson方程边值问题[1-4]

（1）

其中：Δ是laplace算子；Dk是k维实空间中的有

界区域，∂Dk是Dk的边界；s是Dk+∂Dk上能与∂Dk的一

部分组成封闭边界的连续点集；n是边界∂Dk的外法

线方向；A（ξ），B（ξ）均为已知函数，且有A（ξ）≥

0，B（ξ）≤0，A2（ξ）+B2（ξ）≠0；f（x），g（ξ），h（ξ）

均为已知函数。问题（1）所对应的 Poisson 方程

Direchlet问题为

（2）

引理1[5-8] （解的存在唯一性定理）在Poisson方

程边值问题（1）中，设A（ξ）不恒等于零。如果该问

题存在解，那么其解是唯一的。如果Poisson方程

Direchlet问题（2）存在解，那么其解是唯一的。

2 震荡原理及其证明
定理1 设问题（2）存在解w=w（x）。则问题（1）

存在解，其充分必要条件是：这个解w=w（x）使得成

立下列等式

A（ξ）w（ξ）+B（ξ）wn（ξ）=h（ξ）（ξ∈s）（3）

此时问题（1）的解亦为w=w（x），即问题（1）的解

可用问题（2）的解的表达式表示。

证 设问题（2）存在解w=w（x）。如果问题（1）

也存在解w=w1（x），则w=w1（x）显然也是问题（2）的

解。但由引理1知，w=w1（x）。所以w=w（x）满足问

题（1）的边界条件，即它使得式（3）成立。必要性得

证。

反过来，如果问题（2）的解w=w（x）使得式（3）成

立，则解w=w（x）满足问题（1）。所以问题（1）存在解

w=w（x）。充分性得证。证毕

由这个定理可知，Poisson方程边值问题，其解

由其对应的Poisson方程Direchlet问题确定；而其余

边界条件只能用作该问题是否存在解的判据，它对

于解的形式没有任何影响。这个定理可定性地简

述为：

定理2（震荡原理） Poisson方程Direchlet边值

问题由该问题中的Poisson方程自身及其Direchlet

条件一意确定。

3 应用举例
例 1 设圆域内极坐标 rθ的 Poisson 方程

Direchlet问题

（4）

其中：n是边界的外法线方向；a与b均为正数，

且a>b。当h（θ）是怎样的函数时，该问题存在解？

解 问题（4）对应的Direchlet问题为

（5）

用本征函数法，可求得问题（5）解的级数表达

式为

（6）

根据定理1，问题（4）如果存在解，则其解的表

达式只能如式（6）所示。用这个解的表达式计算，

得 。所以，只有当式 成

立，问题（4）才存在解，此时解为式（6）所示。

例2 下列扇形域内极坐标rθ的Poisson方程

Direchlet问题是否存在解？

震荡原理及其应用
郭时光

（四川理工学院 理学院，四川 自贡 643000）

【摘 要】研究Poisson方程边值问题，为了简化其解的存在性判定以及计算，采用数学推导方法，得出Poisson方程边值

问题由其Poisson方程自身及其Direchlet条件一意确定的结论，使得这类问题化简。

【关键词】Poisson方程；Direchlet条件；边值问题；震荡原理

【中图分类号】O175.8 【文献标识码】A 【文章编号】1673-1891（2012）02-0042-02

西昌学院学报·自然科学版

Journal of Xichang College·Natural Science Edition

第26卷第2期

2012年06月

Vol.26，NO.2

Jun.，2012



（7）

解 由例1，得问题（7）对应的全圆域Direchlet

问题的解为

u=u（r，θ）=rcosθ （8）

根据定理1，问题（7）如果存在解，则其解的表

达式只能如式（8）所示。用这个解的表达式计算问

题（7）中的其它边界值，得 。

所以，根据定理1，问题（7）存在解，其解为式（8）所

示。

4 结论与注记
用震荡原理，即 Poisson 方程边值问题由其

Poisson方程自身及其Direchlet条件一意确定的结

论，可知这类问题中的某一个问题如果在较大范围

内存在唯一解，而该问题在该范围内存在其它定解

条件，则我们利用那个存在唯一的解来计算性地判

定关于该问题的解是否存在，或给出其解，这就使

得这类问题的求解大大化简。

震荡原理需要利用解的存在唯一性。如果

Poisson方程边值问题的定解区域含有无穷远点，则

没有解的存在唯一性可以利用。事实上，例如下列

Poisson方程定解问题

（9）

称为伪Direchlet问题，因为它的Direchlet条件

不完善。不难验证：u=cy+dxy均是其解，其中c，d均

是任意常数。半空间Poisson方程伪Direchlet问题

与此类似。这类问题存在无穷多解，因此，半平面

与半空间的Poisson方程伪Direchlet问题不是单纯

由其伪Direchlet条件确定的，对这类问题不能使用

震荡原理。
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The Principle of Concussion and Its Application
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Abstract: The boundary value problem of Poisson equation is studied，in order to simplify the determination of
the existence of its solutions and related calculation，using the method of mathematical derivation，the conclusion
that the boundary value problem of Poisson equation is decided by Poisson equation itself and Direchlet condition is
derived. By using the conclusion，this kind of problem is simplified.
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