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辅助函数在证明题目中的作用
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【摘 要】本文分析了利用辅助函数证明微分中值类公式的基本方法。
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在证明数学问题时，我们发现有些问题用辅助函数证明，使问题变得较为容易。下面就微分中值类问

题来分析辅助函数在证明题目中的作用：

1 设f（x）在[0， ]上可导且f（0）= f（ ）= ，求证：存在ξ∈（0， ）使 + ．

分析 解 +f（ξ）=cosξ得f（ξ）=e-ξ[ eξ（cosξ+sinξ）+c]解出c =eξ[f（ξ）- （cosξ+sinξ）]．

∴H（x）=ex[f（x）- （cosx+sinx）]．

证明 令H（x）=ex[f（x）- cosx- sinx]，则H（x）在[0， ]可导且H（0）= H〔 〕=0，∴存在ξ∈（0， ）

使H'=（ξ）=eξ[ +f（ξ）-cosξ]=0.∵eξ≠0，∴ +f（ξ）=cosξ．

2 设f（x），g（x）在[a，b]上可导且f（a）=f（b）=0，求证：存在ξ∈（a，b）使 +f（ξ）g'（ξ）=0．

分析 设 f（ξ）= y，g（ξ）= u.则 +f（ξ）g'（ξ）=0⇔dy+ydu=0.解此方程得 ．

证明 令H（x）=f（x）eg（x）则H（x）在[a，b]可导且H（a）=H（b）=0

∴存在ξ∈（a，b）使

3 设f（x）在[a，b]上二次可导.求证：存在ξ∈（a，b）使 ．

分析 将求证变形为： －α＝0.其中α= ，m= ．解 －α＝0，得 c=

，∴令H（x）= ．

如令H（a）=H（m），则 （1）

如令H（b）=H（m），则 （2）

可以验证（1），（2）两式的右端是相同的．

证明 令H（x）= ，其中α= 4 ，m ，

可以验证 H（a）=H（m）= H（b）．

又∵H（x）在[a，m]，[m，b]上可导．

∴存在ξ1，ξ2满足：a＜ξ1＜m＜ξ2＜b，使H'（ξ1）=H'（ξ2）=0．

∵H'（x）在[ξ1，ξ2]上可导．

∴存在ξ∈（ξ1，ξ2）⊂（a，b），使 即为所证．

4 设f（x）在[a，b]上导数连续且存在c∈（a，b）使f＇（c）=0.求证：存在ξ∈（a，b）使 ．

分析 解 ，得c = ．

证明 令 ，下面分两种情况讨论：

（1）如果H（c）=0，则∵H（a）=0且H（x）在[a，c]可导，∴存在ξ∈（a，c）⊂（a，b）使H'（ξ）=0．

（2）如果H（c）≠0，则∵f＇（c）=0∴ H（c）.而由H（x）的可导性： .
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故由介值定理，也存在ξ∈（a，c）⊂（a，b）使H'（ξ）=0．

由（1），（2）可知总存在ξ∈（a，b），使H'（ξ）=0，

即

∵ ≠0 ∴

5 设在（-∞，+∞）上，f（x）二次可导且 ≤1，又 ＞1，求证：存在ξ∈（-∞，+∞）使 .

分析 解 ，按无自变量降阶解法可得：c = ．

∴得 ．

∵ ．

∴需要找一个ξ使H'（ξ）=0且f'（ξ）≠0.注意到f2（x）≤1， ，H（0）＞1．

∴只要找到一个函数值大于H（0）的驻点ξ就可以了．

证明 令 .下面分三种情况进行讨论：

（1）存在x1＜0，x2＞0，使H（x1）≤H（0），H（x2）≤H（0）.则存在ξ∈（x1，x2），使H（ξ）=max .

∴ =0，且H（ξ）≥H（0）．

∵ ≥H（0）＞1且f2（ξ）≤1．

∴ [ ]2＞0即 ≠0

∴ =0

（2）对所有的x＞0，都有H（x）＞H（0）.下面证明这是不可能的，否则对所有的x＞0有 ，

又∵ ≤1 ∴ ＞ .故对所有的x＞0， .x（0＜ξ＜x），这与 ≤1

矛盾.∴（2）是不可能的．

（3）对所有的x＜0，都有H（x）＞H（0）.与（2）同理这也是不可能的．

综合（1）、（2）、（3）可知存在ξ∈（-∞，+∞），使 =0．

6 证明马克劳林公式：设f（x）在[0，a]上n+1次可导.求证存在ξ∈（0，a），使

分析 将求证变形为 +α= 0.其中α= .解 +α= 0，

得c= ．

∴ 令 ．

如令 则 ，k=1，2，…，n.可以验证此时H（0）=H（a）=f（0）．

证明 令 ，其中α= ，

，k=1，2，…，n.可以验证：H（0）=H（a）且H（k）（0）=0，k=1，2，…，n．

∵H（x）在[0，a]上n+1次可导，又H（0）=H（a）

∴存在ξ1∈（0，a）使H'（ξ1）= 0 ．

又∵H'（0）= 0．

∴存在ξ2∈（0，ξ1）使H''（ξ2）= 0 ．

又∵H''（0）= 0．

∴存在ξ3∈（0，ξ2）使H'''（ξ3）= 0 ．

又∵H'''（0）= 0 ．

… …

… …
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∴存在ξn∈（0，ξn-1）使H（n）（ξn）= 0 ．

又∵H（n）（0）= 0．

∴存在ξ∈（0，ξn）⊂（0，a）使H（n+1）（ξ）=f（n+1）（ξ）+α=0 .即为所证．
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Abstract: This paper summarized the status quo of biotechnology in vegetable breeding from such aspects as
cell engineering，molecular markers and so on；briefly analyzed the applied prospects，and put forward the research
of China's current biotechnology in vegetable breeding.
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