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1 知识预备
定义1.1.[1，2]设X是一个带有常数0的集合，*是X上的一个二元运算，则（X，0，*）被称为一个BCK-代数，

当且仅当满足下述几条：

BCk-1（（x*y）*（x*z））*（z*y）=0，

BCk-2（x*（x*y））*y=0，

BCk-3 x≤x，

BCk-4 x≤y且y≤x蕴含y=x，

BCk-5 0*x=0。

我们在BCK-代数（X，0，*）里定义一个二元关系≤，x≤y当且仅当x*y=0，则我们不难证明（X；≤）是一

个偏序集。

定义1.2.[2，3]设（X；≤）是一个偏序集，若X里的任意两个元素都有上确界，则（X；≤）被称为上半格，若X

里的任意两个元素都有下确界，则（X；≤）被称为下半格，若（X；≤）既是上半格，又是下半格，则称（X；≤）为

格。

定义1.3.[1，4]设（X；≤）是一个格，对于任意的a，b，c∈X，若下述两个等式恒成立：

a∧（b∨c）=（a∧b）∨（a∧c），a∨（b∧c）=（a∨b）∧（a∨c）则把（X；≤）称为分配格。

设X是一个带有0元和单位元1的格，a，b是X里的一对元素，若有a∧b=0且a∨b=1，则a，b其中之一被

称为另一个元素的补元。若X里的任意元素a，都有补元，则称X为一个有补格。

在BCK-代数（X，0，*）里，我们用x∧y表示x*（x*y），即x∧y=y*（y*x），则我们有：y∧x=x*（x*y），且很容

易验证x∧y和y∧x都是x和y的下界。一般情况下x∧y和y∧x是不相等的。

定义1.4.[1]若在BCK-代数（X，0，*）里存在一个元素为1，使得对于X里的任意x，不等式0≤x≤1恒成立，

则我们把1称为是一个单位元，把（X，0，*）称为是一个有界的BCK-代数。

例1.1. 设x=｛1，2，3，4｝，*是X上如下表定义的一个二元运算，则我们不难验证X是一个BCK-代数，且是

一个有界的BCK-代数。

明显地，4就是X的单位元。

在一个有界BCK-代数里，我们用Nx来表示1*x，也就是Nx=1*x。

定理1.1.[2，4]设（X，0，*）一个有界BCK-代数 ，则：

（1）N0=1，N1=0 （2）NNx≤x （3）Nx*Ny≤x （4）1∧x=x （5）x∧1=NNx

（6）Nx*y=Ny*x （7）NNNx=Nx。
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定义1.5.[2]设（x，0，*）是一个有界BCK-代数，x是X里的一个元素，若NNx=x，则把x称为X里的一个对合

元素。

我们用S（x）表示由X里所有对合元素构成的集合，也就是S（x）=｛x│NNx=x，x∈X｝，则 0，1∈S（x），因

为：NN0=1*（1*0）=1*1=0且NN1=1*（1*1）=1*0=1。

明显地，我们不难证明（S（x），*，0）是一个BCK-代数，把（S（x），*，0）称作对合BCK-代数。

定义1.6.[2]设（x，0，*）是一个 BCK-代数，则（x，0，*）被称作是一可交换的BCK-代数，当且仅当下述等式

成立：

x*（x*y）=y*（y*x）（也就是：x∧y=y∧x）

例1.2. 设x=｛0，1，2，a，b｝，*是X上如下表定义的一个二元运算，则我们不难验证X是一个BCK-代数，且

X是一个可交换的BCK-代数。

定理1.2.[3]设（x；*，0）是一个 BCK-代数，则对于任意的x，y，z∈X下述两条恒成立：

（1）x≤y蕴含z*y≤z*x，

（2）x≤y且y≤z蕴含x≤z。

定理1.3.[3，4]设X是一个可交换的BCK-代数, 则X一定是一个下半格。

定理1.4.[3]设X是一个对合的BCK-代数且（X，≤）是一个格, 则我们有：

x*（y∧z）=（x*y）∨（x*z），x，y，z∈X。

定理1.5.[3，5]设X是一个有界可交换的BCK-代数，则（X，≤）一定是一个格。

定理1.6.[3]是一个有界可交换的BCK-代数，则下述两条恒成立：

（1）Nx∨Ny=N（Nx∧Ny），Nx∧Ny=N（Nx∨Ny）， x，y∈X，

（2）Nx*Ny=y*x， x，y∈X。

定理1.7.[4，5] X是一个对合的BCK-代数，则下述几条是等价的：

（1）（X，≤）是一个下半格，

（2）（X，≤）是一个上半格，

（3）（X，≤）是一个格。

2 结论
性质2.1.设（X，≤）一个有补格，则（X，≤）一定是一个有界格。

证明是显然的。

性质2.2.设（x，0，*）是一个带有最大元1的有界可交换的BCK-代数，则（x，0，*）一定是对合的BCK-代

数。

证明：对于任意的x∈X，因为NNx=1*（1*x）=x*（x*1）=x*0=x所以由定义1.3，可知X是一个对合的BCK-

代数。

定理2.1.设（x，0，*）是一个BCK-代数，对于任意的x，y∈X，若它们的下确界u存在，则：

u=x∧y

证明：假设存在 t∈X，且满足 t≤x，y，t≥x∧y，则（x∧y）*t=0，因此由定理1.2我们有（x∧y）≤t⇒y*

（x*y）≤t⇒（y*t）*（y*x）=0⇒（y*t）≤（y*x）⇒t≥x，这与我们的假设矛盾，因此不存在t∈X且t≤x，y，使得（x∧

y）*t成立，所以u=x∧y就是x和y的下确界，从而定理得证。

定理2.2.设X是一个有界的BCK-代数，则下述两条是等价的：

（i）X对合，

（ii）Nx*Ny=y*x， x，y∈X。
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证明：先证＂（i）⇒（ii）＂，由于Nx*Ny=（1*x）*（1*y）=（1*（1*y））*x，且1*（1*y）=NNy，又因为X是对合的，

所以有1*（1*y）=NNy=y，也就是Nx*Ny=（1*x）*（1*y）=（1*（1*y））*x=y*x。

再证明由＂（ii）⇒（i）＂，在（ii）里面设x=1，则有N0*Ny=1*Ny=NNy=y*0=y，所以对于任意的y∈X，我们

有NNy=y，从而由定义1.5知X是一个对合的BCK-代数，从而定理得证。

定理2.3.设X是一个可交换的BCK-代数，则下述等式恒成立：

（x*y）*（x*z）=（z*y）*（z*x） x，y，z∈X

证明：因为X是可交换的，因此有（x*y）*（x*z）=（x*（x*z））*y=（z*（z*x））*y=（z*y）*（z*x），从而定理得证。

性质2.3.设X是一个可交换的BCK-代数，则对于任意的x，y，z∈X，我们有：

x≤z蕴含x*y=x*（y∧z）。

证明：由定理1.4，我们有x*（y∧z）=（x*y）∨（x*z），又因为x≤z⇒x*z=0，所以对于任意的x，y，z∈X，我们

有x*（y∧z）=（x*y）∨0=x*y，从而定理得证。

定理 2.4.设（X，≤）是一个对合的BCK-代数，且（X，≤）是一个格，则（X，≤）一定是一个分配格当且仅当

下述等式成立：

x*（y∨z）=（x*y）∧（x*z）， x，y，z∈X

证明：因为（X，≤）是一个格 ，则（X，≤）是可交换的，则有x∧（y∨z）=（y∨z）

*（（y∨z）*x）=x*（x*（y∨z）），且如果x*（y∨z）=（x*y）∧（x*z）恒成立，那么就有

x*（x*（y∨z））=x*（（x*y）∧（x*z）），又由定理1.4，得：x*（（x*y）∧（x*z））=（x*（x*y））∨（x*（x*z））=（x∧

y）∨（x∧z），从而有x∧（y∨z）=（x∧y）∨（x∧z），所以由定义1.3得证X是一个可分配的BCK-代数，从而定理

得证。
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A Note about Involutory BCK-algebra and Commutative BCK-algebra
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Abstract: In this paper，we mainly gave out some properties about involutory BCK-algebra，also studied the
relaxations of bounded commutative BCK-algebra and involutory BCK-algebra. Finally gave out an important result
that an involutory BCK-lattice is a distributive BCK-lattice，which is will very helpful to further study of
BCK-algebra.
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