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微分求积法在常微分方程教学中的应用
葛仁余ꎬ马国强ꎬ刘小双ꎬ余本源

(安徽工程大学建筑工程学院ꎬ安徽 芜湖 ２４１０００)

摘　 要:讨论了微分求积法在二阶常微分方程教学中的应用ꎮ 基于微分求积法基本思想ꎬ将二阶常微分方程两点边值问题转

化为高斯消元法求解线性代数方程组问题ꎮ 通过 ３ 个教学实例ꎬ验证了微分求积法在教学过程中求解线性和非线性二阶常

微分方程的精确性ꎬ让学生体会到求解方法的多样性ꎮ
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０ 引言

常微分方程是一门揭示客观事物之间量与量

相互作用关系的一门课程ꎬ它在生物医学、经济学、
结构动力学等领域都有着非常广泛的应用ꎮ 现实

世界中的很多实际问题都可以抽象为常微分方程

问题ꎬ所以常微分方程具有很强的实践应用性[１－２]ꎮ
然而ꎬ不是所有的微分方程都可以用解析方法来求

解ꎮ 根据一些复杂的工程实际问题建立起来的微

分方程ꎬ在随后的人工解析方法求解过程中也会变

得冗长繁琐ꎮ 为了提高学生的学习兴趣和知识的

混合应用能力ꎬ在很多问题中遇到的常微分方程的

精确解是很难算出来的ꎮ 这时ꎬ可以用数值方法求

近似解ꎬ把 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编程计算技术运用到求

解微分方程的教学中ꎬ让学生掌握编程计算的一技

之长ꎬ对他们今后的学习与工作都很有帮助[３－５]ꎮ
本文基于微分求积法基本理论[６]ꎬ通过 ＦＯＲＴＲＡＮ
语言编程求解常微分方程ꎬ说明该数值方法在近似

求解常微分方程教学中的巨大功效ꎮ

１ 微分求积法基本理论

微分求积法是 Ｂｅｌｌｍａｎ 和 Ｃａｓｔｉ 于 １９７１ 年提出

的基本理论ꎬ由于快速计算机及仿真技术的发展而

引起了广大学者们的广泛关注ꎮ 该方法求解常微

分方程具有公式简单、编程方便、计算量少和精度

高等优点ꎮ
假设一般二阶常微分方程为如下形式:
ｈ２(ｘ)ｙ″(ｘ) ＋ ｈ１(ｘ)ｙ′(ｘ) ＋ ｈ０(ｘ)ｙ(ｘ)＝ ｆ(ｘ) ꎬ

(ａ ≤ ｘ ≤ ｂ) (１)
边值条件为:
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ｙ(ａ) ＝ β１ꎬ ｙ(ｂ) ＝ β２ (２)
将区间 [ａꎬｂ] 均匀等分为 ｎ 段ꎬ ａ ＝ ｘ０ꎬｘ１ꎬꎬ

ｘｎ ＝ ｂ ꎬ ｈｉ ＝ ｘｉ － ｘｉ －１ ＝ (ｂ － ａ) / ｎ ꎮ ｙ′ｉ 表示 ｙ′(ｘ) 在

ｘｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｎ) 的近似值ꎬ ｙ″ｉ 表示 ｙ″(ｘ) 在 ｘｉ( ｉ ＝
０ꎬ１ꎬꎬｎ) 的近似值ꎻ差分法把微分方程中各阶导

数值用区间分划点上的函数值 ｙｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｎ) 表

示ꎮ 微分求积法将最后的总体代数方程组的未知

量选取为 ｙ０ꎬｙ１ꎬｙ２ꎬꎬｙｎ ꎬ将 ｙ′(ｘｉ) 和 ｙ″(ｘｉ)( ｉ ＝
０ꎬ１ꎬꎬｎ) 用前述未知量表示ꎬ因此得到 (ｎ ＋ １) 个

线性代数方程组ꎮ 微分求积法权系数的确定方法

如下:将函数 ｙ(ｘ) 用节点函数值进行拉格朗日(Ｌａ￣
ｇｒａｎｇｅ)插值来描述ꎬ即

ｙ(ｘ) ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｌ ｊ(ｘ)ｙ(ｘ ｊ) (３)

式中ꎬ ｌ ｊ(ｘ) 为拉格朗日多项式ꎬ其形式为

ｌ ｊ(ｘ) ＝ ∏
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠ｊ

ｘ － ｘｋ

ｘ ｊ － ｘｋ
(４)

由式(２)和式(４)对函数 ｙ(ｘ) 求一阶导数ꎬ
得到

ｙ′(ｘ) ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｌ′ｊ(ｘ)ｙ ｊ (５)

将式(５) 在 ｎ 段区间 [ａꎬｂ] 上离散ꎬ从而进一

步得到

ｙ′ｉ ＝ ｙ′(ｘｉ) ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｌ′ｊ(ｘｉ)ｙ ｊ

ｉꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬꎬｎ( )

(６)

将式(６)写成向量和矩阵形式ꎬ得
ｙ′ｉ ＝Ａ(１)

ｎｎ ｙ ｊ (７)
这里ꎬ
ｙ′ ｉ ＝ ｙ′(ｘ０)ꎬｙ′(ｘ１)ꎬꎬｙ′(ｘｎ－１)ꎬｙ′(ｘｎ)( ) Ｔ ꎬ
ｙ ｉ ＝ ｙ(ｘ０)ꎬｙ(ｘ１)ꎬꎬｙ(ｘｎ－１)ꎬｙ(ｘｎ)( ) Ｔ ꎬ
Ａ (１)

ｎｎ ＝ Ａ(１)
ｉｊ[ ] (ｎ＋１) ×(ｎ＋１)

其中ꎬ Ａ(１)
ｉｊ 显示表达式为

　 　 　 　 Ａ(１)
ｉｊ ＝ ｌ′ｊ(ｘｉ) ＝

∏
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠ｉꎬｊ

(ｘｉ － ｘｋ) /∏
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠ｊ

(ｘ ｊ － ｘｋ)ꎬ ｉ ≠ ｊꎬ

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠ｉ

１
(ｘｉ － ｘｋ)

ꎬ　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ ｊꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(８)

高阶导数顺次地采用低阶导替换ꎬ逐步递推

可得

ｙ″ｉ ＝Ａ(２)
ｎｎ ｙ ｊ (９)

这里ꎬ

ｙ″ ｉ ＝ ｙ″(ｘ０)ꎬｙ″(ｘ１)ꎬꎬｙ″(ｘｎ－１)ꎬｙ″(ｘｎ)( ) Ｔ ꎬ
Ａ(２)

ｎｎ ＝Ａ(１)
ｎｎ Ａ(１)

ｎｎ ꎮ
Ｃｙ ｊ ＝ ｆ ｊ (１０)

其中ꎬＣ＝Ｇ２ Ａ(２)
ｎｎ ＋Ｇ１ Ａ(１)

ｎｎ ＋Ｇ０ꎬＧ０、Ｇ１ 和Ｇ２ 为系数

对角阵ꎬＩ 为(ｎ＋１)×(ｎ＋１)阶单位矩阵ꎬ
Ｇ ０ ＝ ｄｉａｇ(ｈ０(ｘ０)ꎬｈ０(ｘ１)ꎬꎬｈ０(ｘｎ)) ꎬ
Ｇ１ ＝ ｄｉａｇ(ｈ１(ｘ０)ꎬｈ１(ｘ１)ꎬꎬｈ１(ｘｎ)) ꎬ
Ｇ２ ＝ ｄｉａｇ(ｈ２(ｘ０)ꎬｈ２(ｘ１)ꎬꎬｈ２(ｘｎ)) ꎬ
ｆ ｊ ＝ ｆ(ｘ０) ｆ(ｘ１)ｆ(ｘｎ－１) ｆ(ｘｎ)( ) Ｔ

Ｉｙ(ａ)＝ β１ꎬＩｙ(ｂ)＝ β２ (１１)
将式(１１)边界条件代入式(１０)将 Ｃ 和ｆ ｊ 的第 ０

行、第 ｎ 行置换ꎬ得新向量 Ｃ
~
和ｆ

~

ｊ

Ｃ
~
ｙ ｊ ＝ ｆ

~

ｊ (１２)
因此ꎬ满足边值条件式(２)时ꎬ一般二阶常微分

方程式(１)边值问题的计算ꎬ转化为高斯主元消去

法求解式(１２)线性代数方程组的未知量ｙ ｊ 问题ꎬ这
里采用 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编制通用程序求解ꎮ 源程序

代码列举如下:
ＰＡＲＡＭＥＴＥＲ(Ｎ＝ １２)
Ｃ－－－－－－－设置自变量坐标－－－－－－－－－－－
ＰＡＩ＝ ３.１４１５９２６５３５８９７９
ＤＯ １４ Ｉ ＝ ０ꎬＮ
Ｘ(Ｉ)＝ １.０＋(１.０ / Ｎ)∗Ｉ
１４ＣＯＮＴＩＮＵＥ
Ｃ－－－－－矩阵相乘形成系数矩阵－－－－－－－－－－
ＣＡＬＬ ＪＺＦＯＲＭ(ＮꎬＤ２ꎬＡＰꎬＡＰꎬＡＩꎬＡＩꎬＡＩ)
ＣＡＬＬ ＪＺＦＯＲＭ(ＮꎬＤ１ꎬＡＪꎬＡＰꎬＡＩꎬＡＩꎬＡＩ)
ＣＡＬＬ ＪＺＦＯＲＭ(ＮꎬＤ０ꎬＡＪＪꎬＡＩꎬＡＩꎬＡＩꎬＡＩ)
ＤＯ ６２１ Ｉ ＝ ０ꎬＮ
ＤＯ ６２１ Ｊ＝ ０ꎬＮ
Ｄ２(ＩꎬＪ)＝ Ｄ２(ＩꎬＪ)＋Ｄ１(ＩꎬＪ)＋Ｄ０(ＩꎬＪ)
６２１ＣＯＮＴＩＮＵＥ
Ｃ－－－－－总体矩阵和列向量形成－－－－－－－－－－
ＤＯ ５０５ Ｉ ＝ ０ꎬＮ
ＣＬ(Ｉ＋１)＝ ＳＩＮ(ＬＯＧ(Ｘ(Ｉ))) / Ｘ(Ｉ) / Ｘ(Ｉ)
５０５ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＣＬ(１)＝ １.０
ＣＬ(Ｎ＋１)＝ ２.０
Ｃ－－－－－－－高斯主元消去法－－－－－－－－－－－－
ＮＮ＝Ｎ＋１
ＣＡＬＬ ＳＬＮＰＤ(ＵＬꎬＣＬꎬＮＮꎬＥＰＳꎬＮＷ)　 　
Ｃ－－－－－－－－求解待求函数－－－－－－－－－－－－－
ＤＯ ８８ Ｉ ＝ １ꎬＮ＋１
ＷＲＩＴＥ(ＮＷꎬ８０３)　 Ｘ(Ｉ－１)ꎬＣＬ(Ｉ)　

４５
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８８　 ＣＯＮＴＩＮＵＥ
８０２ＦＯＲＭＡＴ(１Ｘꎬ１(１ＸꎬＦ１７.５ꎬ"ꎬ")ꎬ１ＸꎬＦ１７.５)
Ｃ－－－－－求解待求函数一阶导函数－－－－－－－－－
ＣＡＬＬ ＭＭＴＶ(ＶＬꎬＣＬＬꎬＮꎬＮＷ)
ＤＯ ４０５ Ｉ ＝ ０ꎬＮ
ＷＲＩＴＥ(ＮＷꎬ８０３)　 Ｘ(Ｉ)ꎬＣＬＬ(Ｉ)
４０５ ＣＯＮＴＩＮＵＥ　
ＤＯ ９００ Ｉ１＝ ０ꎬＮ
９００ＣＬＬＬ(Ｉ１)＝ ＣＬＬ(Ｉ１)
Ｃ－－－－－求解待求函数二阶导函数－－－－－－－－－
　 　 ＣＡＬＬ ＭＭＴＶ(ＶＬꎬＣＬＬＬꎬＮꎬＮＷ)
ＤＯ ４０７ Ｉ ＝ ０ꎬＮ
ＷＲＩＴＥ(ＮＷꎬ８０３)　 Ｘ(Ｉ)ꎬＣＬＬＬ(Ｉ)
４０７ ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＳＴＯＰ
ＥＮＤ

２ 教学实例分析

例 １　 求解线性二阶常微分方程两点边值问题

－ｙ″(ｘ)＋ｙ(ｘ)＝ ｅｘ ｓｉｎ ｘ－２ｃｏｓ ｘ( )

ｙ(０)＝ ０ꎬｙ(π)＝ ０
０≤ｘ≤π

ì

î

í

ïï

ïï

(１３)

微分方程式(１３)中ꎬ由于 ｙ″(ｘ) 的系数为－１ꎬ
ｙ(ｘ) 的系数为 １ꎬ所以式(１３)为常系数微分方程ꎮ
其待求函数 ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) 精确解为式(１４)ꎬ

ｙ(ｘ)＝ ｅｘｓｉｎ ｘ
ｙ′(ｘ)＝ ｅｘ ｓｉｎ ｘ＋ｃｏｓ ｘ( )

ｙ″(ｘ)＝ ２ｅｘｃｏｓ ｘ

ì

î

í

ïï

ïï

(１４)

如果按照常规的解析分析方法求其精确解ꎬ求
解过程冗长繁琐ꎮ 因此ꎬ在课堂教学中ꎬ我们可以

使用 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编制程序ꎬ用数值方法近似计

算代替复杂的解析方法来求解微分方程式(１３)中

的未知函数值 ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) ꎮ 首先ꎬ将区

间 ｘ ∈ [０ꎬπ] 分段数 ｎ ＝ １２ꎬ区间按等步长方式布

置离 散 节 点ꎬ 基 于 微 分 求 积 法 基 本 原 理ꎬ 由

ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编程计算式(１３)微分方程的两点边

值问题ꎬ获得的未知函数 ｙ(ｘ) 及其一阶导函数

ｙ′(ｘ) 和二阶导函数 ｙ″(ｘ) 数值解如表 １ 所列ꎮ 由

表 １ 计算结果可知ꎬ微分求积法计算的函数值

ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) 与精确解的相对误差为

０.００％ꎬ即数值解与精确解完全吻合ꎬ验证了该数值

计算方法求解常系数微分方程两点边值问题的可

行性和精确性ꎮ
例 ２　 求解线性二阶常微分方程两点边值问题

ｙ″(ｘ)＋ ２
ｘ
ｙ′(ｘ)－ ２

ｘ２ ｙ(ｘ)＝
ｓｉｎ(ｌｎ ｘ)

ｘ２

ｙ(１)＝ １ꎬｙ(２)＝ ２
１≤ｘ≤２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 (１５)

式(１５)中ꎬ由于 ｙ′(ｘ) 和 ｙ(ｘ) 前的系数分别为
２
ｘ

和 － ２
ｘ２ ꎬ所以式(１５)为变系数微分方程的两点边值

问题ꎮ 其待求函数 ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) 精确解为

式(１６)ꎮ
表 １　 求解微分方程边值问题的微分求积法计算值与精确解的误差分析

ｘ( ｉ)
ｙ(ｘ) ｙ′(ｘ) ｙ″(ｘ)

数值解 解析解 误差 / ％ 数值解 解析解 误差 / ％ 数值解 解析解 误差 / ％
０.０００ ００ ０.０００ ００ ０.０００ ００ ０.００　 　 １.０００ ０１ １.０００ ００ ０.００　 　 １.９９９ ８９ ２.０００ ００ ０.００
０.２６１ ８０ ０.３３６ ２７ ０.３３６ ２８ ０.００　 　 １.５９１ ２７ １.５９１ ２７ ０.００　 　 ２.５０９ ９９ ２.５０９ ９９ ０.００
０.５２３ ６０ ０.８４４ ０５ ０.８４４ ０５ ０.００　 　 ２.３０５ ９８ ２.３０５ ９８ ０.００　 　 ２.９２３ ８６ ２.９２３ ８６ ０.００
０.７８５ ４０ １.５５０ ８８ １.５５０ ８８ ０.００　 　 ３.１０１ ７７ ３.１０１ ７７ ０.００　 　 ３.１０１ ７７ ３.１０１ ７７ ０.００
１.０４７ ２０ ２.４６７ ８７ ２.４６７ ８７ ０.００　 　 ３.８９２ ７０ ３.８９２ ７０ ０.００　 　 ２.８４９ ６５ ２.８４９ ６５ ０.００
１.３０９ ００ ３.５７６ ３０ ３.５７６ ３０ ０.００　 　 ４.５３４ ５７ ４.５３４ ５７ ０.００　 　 １.９１６ ５３ １.９１６ ５３ ０.００
１.５７０ ８０ ４.８１０ ４８ ４.８１０ ４８ ０.００　 　 ４.８１０ ４８ ４.８１０ ４８ ０.００　 　 ０.０００ ００ ０.０００ ００ ０.００
１.８３２ ６０ ６.０３７ １２ ６.０３７ １２ ０.００　 　 ４.４１９ ４８ ４.４１９ ４８ ０.００　 　 －３.２３５ ２８ －３.２３５ ２８ ０.００
２.０９４ ４０ ７.０３２ ５８ ７.０３２ ５８ ０.００　 　 ２.９７２ ３２ ２.９７２ ３２ ０.００　 　 －８.１２０ ５３ －８.１２０ ５３ ０.００
２.３５６ １９ ７.４６０ ４９ ７.４６０ ４９ ０.００　 　 ０.０００ ００ ０.０００ ００ ０.００　 　 －１４.９２０ ９８ －１４.９２０ ９８ ０.００
２.６１７ ９９ ６.８５４ １０ ６.８５４ １０ ０.００　 　 －５.０１７ ５５ －５.０１７ ５５ ０.００　 　 －２３.７４３ ２９ －２３.７４３ ２９ ０.００
２.８７９ ７９ ４.６０９ ７２ ４.６０９ ７２ ０.００　 　 －１２.５９３ ９９ －１２.５９３ ９９ ０.００　 　 －３４.４０７ ４２ －３４.４０７ ４２ ０.００
３.１４１ ５９ ０.０００ ００ ０.０００ ００ ０.００　 　 －２３.１４０ ６９ －２３.１４０ ６９ ０.００　 　 －４６.２８１ ２７ －４６.２８１ ３８ ０.００

５５
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ｙ(ｘ)＝ ｍ２ｘ＋
ｍ１

ｘ２ －
３
１０

ｓｉｎ ｌｎ ｘ( ) － １
１０

ｃｏｓ ｌｎ ｘ( )

ｙ′(ｘ)＝ ｍ２－
２ｍ１

ｘ３ － ３
１０ｘ

ｃｏｓ ｌｎ ｘ( ) ＋ １
１０ｘ

ｓｉｎ ｌｎ ｘ( )

ｙ″(ｘ)＝
６ｍ１

ｘ４ ＋ １
５
ｓｉｎ ｌｎ ｘ( ) ＋ ２

５
ｃｏｓ ｌｎ ｘ( )

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１６)

其中ꎬ

ｍ１ ＝
１
７０

８－１２ｓｉｎ ｌｎ ２( ) －４ｃｏｓ ｌｎ ２( )[ ] ꎬ

ｍ２ ＝
１１
１０

－ｍ１ꎮ

教学中采用数值方法近似计算时ꎬ将区间 ｘ ∈
[１ꎬ２] 分段数 ｎ ＝ １２ꎬ区间按等步长方式布置离散

节点ꎬ基于微分求积法基本原理ꎬ由 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言

编程计算式 (１５) 可得两点边值问题的待求函数

ｙ(ｘ) 、一阶导函数 ｙ′(ｘ) 和二阶导函数 ｙ″(ｘ) 计算

值如图 １~３ 所示ꎮ 由图 １~３ 计算结果表明ꎬ微分求

积法获得的待求函数值 ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) 的数

值方法计算结果与精确解曲线完全重合ꎮ 综合教

学实例 ２.１ 和 ２.２ 可知ꎬ在课堂教学中ꎬ数值方法近

似求解这一过程让学生体会到微分方程求解方法

的多样性和精确性ꎬ 激发了学生学习微分方程的兴

趣和积极性ꎮ

图 １　 微分方程待求函数 ｙ(ｘ)的数值解与精确解对比

图 ２　 微分方程待求函数 ｙ′(ｘ)的数值解与精确解对比

图 ３　 微分方程待求函数 ｙ″(ｘ)的数值解与精确解对比

例 ３　 求解非线性二阶常微分方程两点边值

问题

ｙ″(ｘ)＋ｙ２(ｘ)＝ ｘ２ｓｉｎ２ｘ＋２ｃｏｓ ｘ－ｘｓｉｎ ｘ
ｙ(０)＝ ０ꎬｙ(π)＝ ０
０≤ｘ≤π

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１７)

由于微分方程中含有 ｙ２(ｘ) 项ꎬ导致式(１７)为
非线性二阶常微分方程两点边值问题ꎮ 其待求函

数 ｙ(ｘ) 、 ｙ′(ｘ) 和 ｙ″(ｘ) 精确解为:
ｙ(ｘ)＝ ｘｓｉｎ ｘ
ｙ′(ｘ)＝ ｓｉｎ ｘ＋ｘｃｏｓ ｘ
ｙ″(ｘ)＝ ２ｃｏｓ ｘ－ｘｓｉｎ ｘ

(１８)

按等步长方式布置离散节点ꎬ将区间 ｘ ∈ [０ꎬ
π] 分段数 ｎ ＝ １２ꎬ基于微分求积法基本原理ꎬ由
ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编程计算式(１７)可得非线性二阶常

微分方程的待求函数 ｙ(ｘ) 、一阶导函数 ｙ′(ｘ) 和二

阶导函数 ｙ″(ｘ) 计算值如图 ４ ~ ６ 所示ꎬ数值解曲线

与精确解曲线完全重合ꎬ再次证明了微分求积法在

实际教学过程中求解非线性二阶常微分方程的可

行性和精确性ꎮ

图 ４　 微分方程待求函数 ｙ(ｘ)的数值解与精确解对比

６５
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图 ５　 微分方程待求函数 ｙ′(ｘ)的数值解与精确解对比　 　 　 　 图 ６　 微分方程待求函数 ｙ″(ｘ)的数值解与精确解对比

３ 结语

１)在用人工的解析方法求解常微分方程问题

的精确解教学中ꎬ我们可以适当地借助数学软件、Ｃ
语言或者 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言编程计算获得近似解ꎮ 这

一教学过程既让学生体会到微分方程求解方法的多

样性ꎬ也让学生们掌握编制程序解决问题的一技之

长ꎬ对他们今后的学习与工作都有较大帮助ꎮ 同时ꎬ

也让学生明白:不能用人工的解析方法获得精确解的

微分方程ꎬ可以借助数值方法近似获得计算结果ꎮ
２)在课堂教学中ꎬ定时安排学生们上机实验ꎬ

加强 Ｃ 语言或 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言的实际操作训练ꎬ可
以提高学生熟练运用计算机的能力ꎬ用编制通用程

序替代复杂的人工方法计算ꎬ既可以节省时间ꎬ增
加课堂的授课内容ꎬ也可以提高学生的学习积极性

和兴趣ꎮ
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