
0 引言及预备知识

定义1 设函数 f在U（x0）上有定义。若

=f（x0），则称 f在点x0连续。

定义2 若函数 f在 I上的每一点都连续，则称 f

为 I上的连续函数。

定义3 函数 f在点x0连续等价于∀ε＞0，

∃δ（ε，x0）＞0，当|x－x0|＜δ时：

|f（x）－f（x0）|＜ε。

定义4 设 f是定义在区间 I上的函数，∀ε＞0，

∃δ（ε，x0）＞0，∀x'，x''∈I,只要|x'－x''|＜δ则有

|f（x'）－f（x''）|＜ε。

则称函数 f在区间 I上一致收敛.

定义5 函数 f在区间 I上不一致收敛等价于：

∃ε0＞0，∀δ＞0，∃x'，x''∈I虽然|x'－x''|＜δ，但

是|f（x'）－f（x''）|≥ε0

注：由上面的定义可知,函数在区间上的连续与

一致连续这两个概念有着重要的区别.

f 在 I 上连续是指:∀ε＞0，∀x∈I，∃δ＝δ（ε，

x）＞0，只要x'∈I且|x'－x''|＜δ就有

|f（x）－f（x'）|＜ε。

上面的δ同时依赖于ε和x。

而 f在 I上一致连续是指:∀ε＞0，∃δ＝δ（ε）＞0

只要x'，x''∈I且|x'－x''|＜δ，就有

|f（x'）－f（x''）|＜ε。

上面的δ只依赖于ε，与x无关,即存在适用于 I上

所有的点x的公共δ。

为了证明我们的结论.我们还需要下面的定理。

定理 1.1(Cantor定理) [1] 若函数 f在闭区间[a,b]

上连续，则一致连续。

1 证明一元函数一致连续性的几类常用判定
命题

命题1 若 f 在区间[a,b]和[b,c]上一致连续,则 f

在[a,c]上也一致连续。（北京大学）

证明:有函数 f在区间[a,b]和[b,c]上一致连续,则

对∀ε＞0，∃δ1＞0，∀x'，x''∈[a,b]，

且|x'－x''|＜δ1时，有|f（x'）－f（x''）|＜ε。 （1）
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∃δ2＞0，∀x'，x''∈[b,c]且|x'－x''|＜δ2时，有

|f（x'）－f（x''）|＜ε。 （2）

由 f在b处即既右连续，又左连续，所有 f在b处

连续。故对上述的ε＞0，∃δ3＞0，当|x－b|＜δ3时，

有 。 （3）

取δ＝min{δ1,δ2,δ3}，对∀x'，x''∈[a,c]，|x'－x''|＜δ

分类讨论：

当x'，x''同属于[a,b]或[b,c]时，由（1）、（2）知结论

成立；

当 x'，x''不同属于[a,b]或[b,c]时，不妨设 x'∈[a,

b]，x''∈[b,c]。则由（3）可得式（4）。

|f（x'）－f（x''）|≤|f（x'）－f（b）|+|f（x''）－f（b）|＜ε （4）

综上，f在[b,c]上一致连续。

命题2 设 f在 I上满足Lipshcitz条件，则 f在 I上

一致连续。

很显然，此结论是成立的。根据 f在 I上一致连

续的定义，只需要取 即可。但命题 2的逆命

题不成立。

命题3[1] 函数 f（x）在 I上一致连续的充要条件

是: ，若 。则

。

命题4 设函数 f（x）在（a，b）上连续,则 f（x）在（a，

b）上一致连续的充要条件是：

与 存在。(南开大学，山东大学)

证明:必要性。由 f（x）在（a，b）上一致连续。

∀ε＞0，∃δ＞0，∀x'，x''∈（a，b），当|x'－x''|＜δ时，有

|f（x'）－f（x''）|＜ε。特别的，当x'，x''∈（a，a+δ）时，肯

定有|f（x'）－f（x''）|＜ε 成立，当 x'，x''∈（b－δ，b）时，

也必有|f（x'）－f（x''）|＜ε。

由柯西收敛准则知 与 存在。

充分性。由函数 f（x）在（a，b）上连续，且

与 存在。令

显然F（x）在[a，b]上连续,所以由Cantor定理可

知F（x）在[a，b]上一致连续，当然 f（x）在（a，b）上一

致连续。

命题5 函数 f（x）在有界区间 I上一致连续的充

要条件是:当{xn}是 I上任意一个Cauchy数列时，{f

（xn）}也是Cauchy数列。（北京师范大学,西北师范大

学,河南师范大学）

证明:必要性。由函数 f（x）在有界区间 I上一致

连续，则∀ε＞0，∃δ＞0，∀x'，x''∈I，当 |x'－x''|＜δ

时，有|f（x'）－f（x''）|＜ε。

又{xn}是 I 上任意一个 Cauchy 数列，则对上述

的∀ε＞0，∃N，当n＞N时，|xn'－xn''|＜δ，则

|f（xn'）－f（xn''）|＜ε。故{f（xn）}也是Cauchy数列。

充分性（反证法）。若函数 f（x）在有界区间 I上

不一致续∃ε＞0，∀δn= ，∃x'，x''∈I。

虽然|xn'－xn''|＜δn,但是 f（xn'）－f（xn''）|≥ε0因为

{xn}有界。由致密性定理可知{xn}存在收敛的子序

列{xnk}，不妨设 ＝x0∈I。由

故{xnk}和{xmk}都收敛知,由着两个序列交替构

成的新序列也是收敛的。但

。

矛盾。

命题6 函数 f（x）在区间 I上一致续的充要条件

是:f（x）在区间 I上的连续模

的极限

证明:必要性。设函数 f（x）在区间 I上一致续。

即对∀ε＞0，∃δ'＞0，∀x'，x''∈I，当|x'－x''|＜δ'时，

有|f（x'）－f（x''）|＜ 。设0＜δ＜δ'，则当|xn'－xn''|≤δ

时，必有|f（x'）－f（x''）|＜ ，从而

充分性。由 ，定义可得，∀ε＞0，

∃δ'＞0，当0＜δ＜δ'时，ω（δ）＜ε。

设x'，x''∈I，且|xn'－xn''|＜δ' 时，若x'＝x''，则显然

|f（x'）－f（x''）|＝0＜ε。若x'≠x''，则令|xn'－xn''|＜δ*，则

0＜δ*＜δ'，于是|f（x'）－f（x''）|≤ω（δ*）＜ε由此可知

f（x）在区间 I上一致续。

注:运用命题 6 可得一致连续性的观察法。因

为函数 f（x）的ω（δ）的只与 f（x）的图形最陡的地方

有关。若 f（x）的图形在某处无限变陡，使得当δ→0

时，ω（δ）的值不趋近于0，则 f（x）是不一致连续的。

如 f（x）＝ （x＞0）在x=0处，图形无限变陡。故

f（x）＝ （x＞0）在0的邻域U（0，δ）破坏了一致连续

性，这对证明一元函数的非一致连续性的取点有极

；
；

。

，故 。

。

。
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大的帮助。当然，若 f（x）在某处最陡，但δ→0＋时，

变差|f（x'）－f（x''）|→0。则 f（x）一致连续。

2 运用以上命题证明一元函数的一致连续性

以上命题不仅仅是对一致连续性习题的证明

应用，也是各高校数学专业考研的常考内容。如北

京大学、北京师范大学、南开大学、山东大学等都曾

考过上述几个命题的证明。以上命题均可改为 f（x）

在区间 I上不一致续的相应命题,即否命题。如命题

3的否命题为：

函数 f（x）在 I上不一致连续的充要条件是：

，虽然 ，但

。

再如命题4的否命题为:

设函数 f（x）在（a，b）上连续,则 f（x）在（a，b）上

不一致连续的充要条件是：

与 至少有一个不存在。

其余命题的否命题读者可以自己写出来。下

面我们用具体的数学专业考研真题来说明我们的

命题在相关题型中的运用。

例1 证明：若函数 f（x）在[a,+∞）上连续，

。则 f（x）在[a,+∞）上一致连续。(中国

人民大学)

分析：此习题和Cantor定理、命题1、命题4相类

似，下面看具体的证明。

证明：由 ，则 ，则∀ε＞0，∃M＞a，当 xn'，

xn''＞M时，有|f（x'）－f（x''）|＜ε。 （5）

又由 Cantor 定理知，f（x）在[a，M+1]上一致连

续，则∀ε＞0，∃δ1＞0，∀x'，x''∈[a，M+1]

当|x'－x''|＜δ1时，有|f（x'）－f（x''）|＜ε。 （6）

取δ=min{1,δ1}，则当x'，x''∈[a，∞)时，x'，x''要么

同属于[a，M+1）,要么同属于[M，＋∞)，故由（5）、

（6）知|f（x'）－f（x''）|＜ε。即 f（x）在[M，＋∞)上一致

连续。

注：此真题的证明是命题 1的简化证明。运用

了一点小技巧把区间分成了[a，M+1]和[M，＋∞),再

运用δ=min{1,δ1}，将 x'，x''的距离控制在了δ（＜1）

内，这也是数学分析常用的证明技巧。

例 2 证明: 在 g(x) =sin 在（0,1）上不一致连

续。（中国科学院）

分析：此真题考察函数 f（x）在 I 上的不一致连

续性，则由命题 6可以判断 g（x）在 x=0的附近一致

连续性被破坏,再由简单的三角函数知识可取相应

的点。下面我们分别用用命题2或4的否命题来直

接证明。

证明一：取 ， ，则当n充

分大时，x'，x''∈（0,1），

且 。但

故g(x)=sin 在（0,1）上不一致连续。

证明二：由 存在，但 不存

在。事实上，根据函数极限的定义，

取 ， ， ，虽然 ，但

。故 不存在。所以 g(x)=

sin 在（0,1）上不一致连续。

例3 用一致连续函数的定义证明：

在区间（a，∞）（a＞0）上一致连续，而在区间（0，a）

上非一致连续。（北京交通大学）

证明：ⅰ. 对任意x'，x''∈（a，+∞），由

其中 故对∀ε＞0，∃δ＝ ，当 x'，

x''∈（a，+∞）且|x'－x''|＜δ时，|f（x'）－f（x''）|＜ε。所

以 f（x）= sin 在区间（a，＋∞）（a＞0）上一致连续。

ⅱ.证明 f（x）= sin 在区间（0，a）上非一致连

。

。

。

（下转第32页）
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如图7所示。通过实际冲压验证了对应产品的排样

设计是合理的，排样工艺对不同载体类型的车身结

构件具有实际参考价值。

4 结语

对车身常见结构件三维模型进行了工艺分析，

并应用CAD技术对其进行了排样设计，用UG软件

绘制了常见结构件的排样图，根据排样图所设计的

级进模试模情况验证了排样工艺的合理性。

目前对于级进冲压成形料带排样仍然难以实

现智能化设计，因为排样工艺方案与工艺参数难以

智能量化，而且实际冲压过程中冲床、模具以及材

料三者的微观不确定性因素约束了设计理论，但随

着智能软件和CAD技术的进一步发展，智能化设计

技术将能够更准确地设计级进模排样，从而能够更

高效地指导生产实践。
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续。仿照例2的证明即可。

一元函数的一致连续性是数学分析学的重点

和难点，是学生第一次接触这样的概念，也是数

学专业考研的常考内容，理论性强，是后继二元

函数的一致连续性、级数的一致收敛性等知识的

重要基础，本文通过具体的分析和等价命题的形

式，集中讨论了一元函数的一致连续性，通过对

本文的阅读，希望对数学专业考研的同学有一定

的帮助，能让同学们掌握一致连续性的相关证明

方法和技巧。
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