
0 引言

特征选择[1]，又称为属性约简，是粗糙集理论[2]

在机器学习领域中一项重要的应用。在粗糙集理

论中，传统的特征选择算法只能处理静态的信息系

统，由于现实中的很多信息系统是不断动态变化

的，因此传统的算法对其进行特征选择时将会产生

巨大的时间消耗[3]，不利于特征选择的实际运用。

为了克服这一局限性，一种新形式的特征选

择方法被提出，即增量式特征选择 [4-6]。信息系统

的动态变化有多种形式，属性的逐渐增加便是其

中常见的一种。目前，学者们提出了多种关于属

性增加时的增量式特征选择算法 [7-9]。然而，这些

算法只能处理完备型的信息系统，现实中有些动

态变化的信息系统是不完备类型的。为了进行

改进，Kryszkiewicz[10]通过对传统粗糙集进行扩展

和改进，弥补了这一缺陷。针对属性集不断增加

的不完备信息系统，学者们同样提出了一些增量

式特征选择算法，如王映龙等 [11]提出了不完备信

息系统下的增量式特征选择算法；丁棉卫等 [12]利

用区分矩阵提出了不完备信息系统的增量式特

征选择；Shu 等 [13]提出了粗糙集理论中正区域的
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增量式更新，并利于正区域去构造不完备信息系

统的增量式特征选择。

然而在实际应用中，离散型和连续型并存的不

完备数据普遍存在，传统的增量式特征选择算法很

少有对这种类型的数据进行处理，因此本文将对其

进行研究。条件熵作为一种重要的属性集评估方

法[14]，目前已广泛应用于不完备信息系统的非增量

式特征选择中 [15-17]。Zhao 等 [17]证明了邻域条件熵

在不完备混合型数据的特征选择方面具有更高

的优越性 [17]。但是，针对属性增加的不完备混合

型信息系统，未有学者去利用邻域条件熵去构造

增量式特征选择，这使得考虑运用邻域条件熵的

方法来构造不完备混合型信息系统的增量式特

征选择算法。

矩阵是粗糙集理论中数据分析的一种常用工

具[6,18-20]。本文将运用矩阵方法去构造基于邻域条件

熵的增量式特征选择算法。首先运用矩阵的方法

去表示邻域条件熵，并给出一种基于矩阵的邻域条

件熵增量式更新方法；然后在邻域条件熵增量式更

新的基础上，提出不完备混合型信息系统下的增量

式特征选择算法；最后进行一系列的仿真实验来验

证本文所提算法的性能。

1 基本理论

1.1 不完备混合型信息系统的粗糙集模型

在粗糙集理论[2]中，结构化的数据集被描述成

信息系统的形式，一个不完备混合型信息系统可表

示为 IS=（U,AT），其中U为非空有限对象集，也称为

论域，AT为非空有限属性集，并且其中离散型属性

和连续型属性并存。对于 x∈U在属性α∈AT下的

属性值表示为α（x）。当属性集AT＝C∪D，C∩D＝

Ø时，此信息系统又被称为决策信息系统(DIS)，这里

的C和D分别称为条件属性集和决策属性集。

由于现实环境下，信息系统中某些属性值可能

是缺失的，这类信息系统被称为不完备信息系统。

设不完备混合型信息系统为 IIS＝（U，AT），缺失的

属性值用“*”表示，即∃x∈U,α∈AT满足α(x)=*。同

样，当属性集AT＝C∪D，C∩D＝Ø ，那么这类信息

系统称为不完备决策信息系统(IDIS)。

传统的粗糙集模型通过等价关系构建[2]，而对

于不完备混合型信息系统，Zhao[17]等提出一种邻域

容差关系的扩展粗糙集模型。

定义1[17] 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，属性子集A⊆AT，并且A＝AD∪AN，其中AD和AN

分别为属性A中的离散型属性和连续型属性，定义

属性集A在论域U上确定的邻域容差关系NA为

其中，δ为邻域半径，是一个非负常数。另外，称

为对象 x∈U 在论域上的邻域容差类，定义

为 。

定义2[17] 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，混合型属性子集 A⊆AT 确定的邻域容差关系

为 ，对于X⊆U关于邻域容差关系 的下近似集

和上近似集分别定义为

1.2 不完备混合型信息系统的邻域条件熵特征选择

信息系统的熵模型是目前粗糙集理论以及粒

计算理论的研究热点。在不完备混合型信息系统

中，Zhao等[17]提出了基于邻域容差关系的条件熵模

型。

定义3[17] 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，| U |=n，混合型属性子集A⊆AT在论域U上确

定的邻域容差关系为 ， 为对象xi∈U在 下

的邻域容差类。那么属性集A在论域U下的邻域信

息熵定义为

其中，| |表示集合的基数。定义3所示的邻域信息熵

满足0≤NE（A）≤1－1/n。

定义4[17] 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，| U |=n，混合型属性子集A1，A2⊆AT在论域U上

确定的邻域容差关系分别为 和 ， 和

分别为 xi∈U 在 和 下的邻域容差类。那么 A2

关于 A1的邻域条件熵定义为

特征选择是信息系统熵模型的一种重要的应

用，基于信息熵的度量，学者提出了大量的特征选

择算法[1,15-17]。对于不完备混合型信息系统的信息熵

模型，目前也有相应的特征选择算法被提出[17]。

定义 5[17] 对于不完备混合型决策信息系统

IDIS=(U,C∪D)，若A⊆C是该信息系统的邻域条件

熵属性约简集当且仅当：

(1)

(2)

在定义 5中，式(1)保证属性子集A与条件属性

集 C 的分类能力一致，式(2)确保属性子集的极小

，

。

，
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性，同时满足这 2 个条件时称 A 为该不完备混合

型决策信息系统的邻域条件熵特征选择，即属

性全集 C 的特征子集。算法 1 所示的是对应的

特征选择算法。

算法 1[17]：基于邻域条件熵的不完备混合型信

息系统特征选择算法。

输入:不完备混合型决策信息系统 IDIS=(U,C∪

D)，| U |=n，| C |=c，邻域半径δ;

输出:IDIS的约简集 redC。

Step1 初始化 redC=Ø。

Step2 对于∀a∈C，如果

那么 redC＝redC∪{a}。

Step3 如果 NCEδ（D|redC）≠NCEδ（D|C），那么

进入Step4 否则进入Step5。

Step4对于∀a∈C－redC，计算

并且 redC ←redC∪{αmax}。判断是否满足 Step3

中的条件，如果不满足进入Step5。

Step5 对于∀a∈redC，若满足于

NCEδ（D|redC－{a}）＝NCEδ（D|C），

那么 redC＝redC－{a}。

Step6 返回 redC。

在算法 1 中，Step2~4 是启发式搜索属性的过

程，Step5是约简集反向剔除冗余属性的过程，整个

算法1的时间复杂度为O（c2·n2）[17]。

2 邻域条件熵的增量式特征选择算法

实际应用中的信息系统时刻处于变化过程之

中，为了改善特征选择效率，学者们提出了增量式

特征选择用来提高动态信息系统的约简性能。在

本节，针对不完备混合型信息系统中属性集增加的

情形，提出邻域条件熵的增量式更新方法，并根据

这种方法在算法1的基础上设计出一种增量式特征

选择算法。

2.1 属性集增加时邻域条件熵的增量式更新

矩阵是一种重要的数学挖掘工具，目前已广泛

运用于粗糙集理论的研究，同时也是进行增量式学

习的有效方法[6,18-20]。在本节将提出一种矩阵方法的

邻域条件熵增量式更新。

定义6 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，| U |=n，混合型属性子集 A⊆AT 确定的邻域

容差关系为 ，定义 的邻域容差关系矩阵为

定义 6 表明，如果对象 xi,xj 满足邻域容差关

系 ，那么邻域容差关系矩阵 中第 i行第 j列的

元素为 1，否则为 0。在不引起混淆情形下，下文中

邻域容差关系矩阵简称为关系矩阵。

例1 表 1 所示的是一个不完备混合型信息系

统，其中 U={x1,x2,x3,x4,x5,x6}, AT={a,b,c},令 A1={b,c},

A2={a}，其中{a,c}为离散型属性集，{b}为连续型属

性集，“*”表示缺失的属性值。

根据定义6，设邻域半径δ＝0.1，那么有

同时可以看出 和 均为对称矩阵，且主

对角线元素都为1。

为了下文讨论的方便，这里定义关系矩阵的 4

种运算。

定义7 设关系矩阵 和 ，定义

引理 1 设 S1，S2是 2个集合，那么满足|S1∩S2|=

|S1|－|S1－S2|。

根据定义 7 中矩阵的 4 种定义，可以得到如下

推论。

推论1 设关系矩阵 和 ，那么

，

，其中

表1 不完备混合型信息系统

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

a

0

1

1

1

*

0

b

*

0.42

*

0.67

0.49

0.72

c

Y

Y

N

N

Y

*

， 。

其他

其他

其他

，

，

，

。
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(3)

(4)

证明：根据定义1有

，

即 。若 ，则 且

，因此根据定义 6有 ，式(3)证

明完毕。

对于（xi,xj）∈U×U，如果 ，根据定义

7 有 ，即 。

若 ，那么 ，根

据引理 1，即 ，所以

。

同样根据引理1，便可以得到 。

式(4)证明完毕。

证毕。

例2 在例1的基础上，根据定义6有

根据例1，满足关系 。

因此有

。

接下来将应用关系矩阵的方法来表示邻域条

件熵。

定理 1 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，| U |=n，并且混合型属性子集A1，A2⊆AT，它们

确定的邻域容差关系分别为 和 ，对应的关系

矩阵分别为 和 ，那么 A2 关

于A1的邻域条件熵可表示为

证明：根据定义4有

记 ，

那么对于关系矩阵 ，第 i行的行向量表示为 ，

根据定义6可以得到

这里的 表示向量 第 j个元素。

，同理 ，即

。

证毕。

根据定理1中基于关系矩阵的邻域条件熵表示

方法，下面给出基于关系矩阵的邻域条件熵增量式

更新方法。当不完备混合型信息系统的属性集增

加时，这种增量更新方法可以根据原先的邻域条件

熵快速地计算出信息系统更新后的邻域条件熵，而

不需要根据新的不完备混合型信息系统对邻域条

件熵进行重新计算，这样可以大大提高运算效率。

定理 2 对于不完备混合型信息系统 IIS=(U,

AT)，| U |=n，混合型属性子集A1，A2⊆AT，它们对应

的关系矩阵分别为 和 ，A2关

于 A1的邻域条件熵为 NCE（A2|A1）。假设一个新的

属性集ΔA加入信息系统，新的不完备混合型信息系

统表示为 IIS'＝（U，AT'），这里的AT'=AT∪ΔA。ΔA

确定的关系矩阵为 ，令 ，那么A2关于

A1'的邻域条件熵增量式更新为

这里的 。

证明：根据定理1有

，

根据推论1有

，

。

由于 ，所以

。

，

，

，

，

所以

，

。

，

。

则

，

。

。
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，

其中，

证毕。

在定理 2 中，由于在计算邻域条件熵 NCE

（A2|A1）时，已经计算出了关系矩阵 和 ，当不完

备混合型信息系统新加入属性集ΔA后，只需要计算

属性集ΔA的关系矩阵 ，按照定理 2便可以得到

新的邻域条件熵 NCE（A2|A'1）。因此定理 2 这种增

量计算方法具有很高的效率。

例3 在例 1中，假设信息系统增加一个新的连

续型属性集ΔA={d}，新的不完备混合型信息系统如

表2所示。此时AT'={a,b,c,d}，令A'1=A1∪ΔA＝{b,c,

d}。

那么，根据例2可以得到

由于

所以

因此

则 。

如果直接运用定理 1去计算NCE（A2|A'1），那么

需要计算关系矩阵 ，最终结果和增量式计算的

结果是一致的，但是采用定理 1会产生较多的重复

计算。

2.2 增量式特征选择算法

在算法 1的基础上，将本文所提出的邻域条件

熵增量式更新方法融入其中，可以构建出相应的增

量式特征选择算法，具体如算法2所示。

算法2：基于矩阵策略的不完备混合型信息系

统邻域条件熵增量式特征选择算法。

输入:

1）新的不完备混合型决策信息系统 IDIS'=（U,

C'∪D），新加入的属性集为 ΔC，C'=C∪ΔC，| U |=n，

| C |=c | C |=c+，邻域半径δ。

2）邻域条件熵NCE（D | C）和NCE（D | redC），关

系矩阵N6
C和N6

D，不完备混合型决策信息系统 IDIS

约简集 redC，|redC |=r。

输出：IDIS' 的特征约简集 redC。

Step1根据定义6计算关系矩阵N δ
△C。

Step2根据定理 2进行增量计算新的邻域条件

熵NCE（D|C'）。

Step3 redC'←redC，若

NCE（D|C'）=NCE（D|redC'）

那么进入Step5，否则进入Step4。

Step4 当NCE（D|C'）≠NCE（D|redC'）时，对于

∀α∈（C'－ redC'），采用定理2计算

并进行 redC'←redC'∪{αmax}。

Step5 对于∀α∈redC'，若

NCE（D|redC'－{a}）=NCE（D|C'），

那么 redC'=redC'－{a}。

Step6 返回 redC'。

在算法 2 中，当不完备混合型信息系统属性

增加时，由于信息系统在更新之前的邻域条件熵

NCE（D|C'）和NCE（D|redC'）、关系矩阵N δ
C和N δ

C'都

已经得到，因此在算法2的Step 2中，只需要计算关

系矩阵Nδ
ΔC便可以增量的计算NCE（D|C'），其时间

复杂度为O（c+·n2），如果不采用增量计算，那么计算

表2 新的不完备混合型信息系统

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

a

0

1

1

1

*

0

b

*

0.42

*

0.67

0.49

0.72

c

Y

Y

N

N

Y

*

d

0.21

0.27

*

0.85

0.76

0.19

。

，

，

，
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NCE（D|C'）的时间复杂度为 O（（c+c+）·n2）。然后

Step3~4描述的是在未更新前信息系统约简集的

基础上进一步启发式搜索属性，其中 Step4 仍然

采用定理 2 的增量式更新计算方法，最后 Step5

对冗余属性进行剔除。整个算法 2 的时间复杂

度为O（（c+c+－r）·n2+c+·n2）。

3 实验分析

在本节将通过进行一系列实验来验证本文所

提出的增量式特征选择算法的有效性和优越性。

实验中采用 UCI 数据集进行实验，具体如表 3 所

示。在这6个数据集中，有的是完备型的数据集，对

于这类数据集，在实验前随机选取 5%的属性值进

行删除，从而构造出不完备的数据集。同时考虑数

据集属性中量纲带来的影响，进行实验前将所有的

连续型属性值标准化入[0,1]区间。实验所使用的硬

件为 Windows 7 操作系统的个人电脑，Inter (R)

Core (TM) i3-2350 (2.2GHz)处理器。 算法采用 Java

进行编程实现。

3.1 实验设置

本实验中，表 3 中的 6 个数据集均为静态数据

集，为了模拟出数据集属性逐渐增加的过程，对每

个数据集的条件属性集大致分成7个等份的属性子

集，并将第 1个属性子集所对应的数据集作为初始

的不完备混合型信息系统，然后将剩余的属性子集

逐个加入到这个不完备混合型信息系统中，这样便

构造出了属性集6次动态增加的过程。

记算法 1为非增量式特征选择算法，本文所提

出的算法 2为增量式特征选择算法。首先让算法 1

和算法 2分别对表 3中的 6个动态变化的数据集进

行特征选择，通过比较数据集每次更新时特征选择

所需的时间来证明本文所提算法的高效性。经过

特征选择，算法 1和算法 2会得到每个数据集的特

征选择结果，这里分别通过约简集的大小，约简集

的分类性能来比较2种算法的约简性能。从而验证

本文的增量式特征选择算法具有一定的优越性。

在算法1和算法2中，均包含一个输入参数，即

邻域半径δ，它的取值不同将对最终的实验结果产

生很大的影响，为了选取合适的参数，本实验将邻

域半径δ在区间[0.02,0.3]以 0.02为步长分别进行增

量式特征选择实验，每个邻域半径最终会得到对应

的约简集，将该约简集在支持向量机分类器(SVM)

和决策树分类器(DT)分别进行分类精度计算，所有

的实验结果如图 1所示。观察图 1可以发现，当邻

域半径δ取为 0.1 时，约简结果得到的分类精度最

高，因此本实验采用δ＝0.1进行实验。

3.2 特征选择的效率比较

图 2所示的是 2种算法在 6个数据集下每次增

量式更新时特征选择的用时比较结果，为了减少偶

然性，所有的时间结果均是取多次实验的平均值，

表3 实验数据集

编号

1

2

3

4

5

6

数据集名称

Mushroom

Chess

Cylinder

Sonar

Gearbox

Musk

对象

5 644

3 196

512

208

1 603

6 598

属性

22

36

40

60

72

166

约
简

集
大

小

约简集
SVM分类精度
DT分类精度

邻域半径

分
类

精
度

/%

约
简

集
大

小

分
类

精
度

/%

邻域半径

约简集
SVM分类精度
DT分类精度

分
类

精
度

/%

约简集
SVM分类精度
DT分类精度

约
简

集
大

小

邻域半径

(a)Mushroom (b)Chess (c)Cylinder

约
简

集
大

小

分
类

精
度

/%

邻域半径

约
简

集
大

小

分
类

精
度

/%

约
简

集
大

小

分
类

精
度

/%

邻域半径 邻域半径

(d)Sonar (e)Gearbox (f)Musk
图1 不同邻域下实验结果

约简集
SVM分类精度
DT分类精度

约简集
SVM分类精度
DT分类精度

约简集
SVM分类精度
DT分类精度
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时间单位为秒(s)。

通过图 2 可以看出，在数据集属性集前 2 次的

动态增加时，2种算法的特征选择用时相差不大，但

是随着更新次数的不断增多，这 2种算法的特征选

择用时逐渐拉开了差距，算法 1的非增量式特征选

择算法用时增长较快，而算法 2的非增量式算法用

时增长的较为缓慢，说明了对于属性集不断增加的

信息系统，本文所提出的增量式算法比非增量式算

法具有更高的特征选择效率，尤其是对于规模较大

的信息系统，例如Mushroom，Gearbox和Musk。这

主要是由于非增量式算法，计算动态不完备混合型

信息系统的邻域条件熵进行了很多的重复计算，消

耗了大量的时间，因此约简用时会偏高。而所提出

的增量式特征选择算法，每次特征选择时只需对新

加入的数据进行计算，不必对原来的数据进行重复

计算，因此具有较高的特征选择效率。

3.3 特征选择集比较

表 4所示的是算法 1和算法 2最终的特征选择

结果比较，在表2中，首先可以很明显地发现约简后

的属性集远小于整个不完备混合型信息系统的条

件属性集，因此说明了信息系统中的冗余属性是普

遍存在的，对其进行特征选择是很有必要的。对于

算法 1和算法 2的特征选择结果，可以发现本文所

提出的算法 2 在大部分数据集中具有更小的约简

集，而算法 1只有在少部分的数据集拥有更少的约

简集，例如数据集Chess。这主要是由于这2种算法

的运算机制不同导致的，对于算法1，采用的是非增

量式的形式进行约简，即每次对完整的数据集进行

搜索属性，而本文所提的出算法2，采用增量式的方

法进行属性搜索，即在原来约简集基础上对新加入

的属性进行搜索，这样对重要的属性具有更好的鉴

别能力，因此可以得到较少的约简结果。

3.4 特征选择结果分类性能比较

特征选择的基本要求是选择出的属性子集不

能降低信息系统的分类性能，因此接下来需要对这

2种算法得到的约简结果进行分类性能比较。在机

器学习中，利用分类器可以对属性子集进行十折交

叉验证，可以得到该属性子集的分类精度，分类精

度也是对属性子集分类性能的一种重要体现。表5

和表 6 分别所示的是特征选择结果在支持向量机

(SVM)和决策树(DT)2种分类器下的分类精度。

在表 5所示的分类精度结果中，大部分数据集

在算法 2下的特征选择结果具更高的SVM分类精

度，而算法 1 只在 Cylinder 数据集下具有较高的

SVM分类精度。对于表 6所示的DT分类精度，大

部分数据集在算法 2下特征选择的分类精度较高，

(a)Mushroom (b)Chess (c)Cylinder

(d)Sonar (e)Gearbox (f)Musk

算法1
算法2

数据集更新次数 数据集更新次数

算法1
算法2

算法1
算法2

数据集更新次数

数据集更新次数 数据集更新次数

算法1
算法2

算法1
算法2

算法1
算法2

数据集更新次数

图2 算法1和算法2在各个数据集特征选择时间比较

数据集

Mushroom

Chess

Cylinder

Sonar

Gearbox

Musk

表4 特征选择结果

原式属性集

22

36

40

60

72

166

算法1约简结果

12

11

14

21

25

32

算法2约简结果

10

12

11

18

24

28

运
算

时
间

/s

运
算

时
间

/s

运
算

时
间

/s

运
算

时
间

/s

运
算

时
间

/s

运
算

时
间

/s
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算法 1 在数据集 Chess 和 Gearbox 下具有较高的分

类精度。产生这种差距的主要原因可能是由于算

法1和算法2的约简机制不同导致的，在算法1的非

增量式特征选择中，对于每次更新后的信息系统，

算法总是从空集开始进行启发式搜索属性，例如在

算法1刚开始的时候，约简集中的候选属性较少，这

可能会导致其它属性的属性重要度值偏大，而实际

上这些属性重要度可能是偏小的。而对于算法2的

增量式特征选择，算法对于更新后的信息系统进行

约简时，总是基于更新前的信息系统的约简集开

始，这样对其它属性具有更好的鉴别能力，计算出

的属性重要度就更加准确，这就解释了为什么增量

式特征选择算法选择出的属性少且分类效果好的

原因。

综合特征选择效率、特征选择结果以及特征选

择结果的分类性能，可以证明本文所提出的增量式

特征选择算法具有较高的特征选择性能，适用于动

态型不完备混合型信息系统的特征选择问题。

4 结语

现实中的信息系统往往是不断动态变化的，如

何对其进行有效的特征选择是目前机器学习和数

据挖掘等领域的研究重点。属性集的不断增加是

信息系统动态变化的一种常见情形，本文针对属性

集不断增加的不完备混合型信息系统，利用矩阵方

法研究了粗糙集理论中邻域条件熵随属性集增加

的更新机制，并提出了相应的增量式特征选择算

法。最后通过进行一系列的实验证明了本文所提

出的增量式算法的有效性和优越性，文章的算法可

以适用于属性增加时的不完备混合型信息系统特

征选择问题。由于本文所研究的是属性集变化的

增量式特征选择，因此未来将进一步研究对象集变

化或对象集和属性集同时变化的信息系统增量式

特征选择问题。

数据集

Mushroom

Chess

Cylinder

Sonar

Gearbox

Musk

表5 特征选择结果的SVM分类精度

原式属性集

93.56

83.54

79.71

90.49

77.14

75.48

算法1约简结果

96.42

86.45

85.85

92.34

88.63

84.79

算法2约简结果

98.24

89.32

82.45

94.65

91.84

87.26

数据集

Mushroom

Chess

Cylinder

Sonar

Gearbox

Musk

表6 特征选择结果的DT分类精度

原式属性集

91.30

84.25

76.71

88.49

79.14

76.48

算法1约简结果

95.32

87.68

74.47

90.12

85.53

85.74

算法2约简结果

99.27

85.25

76.24

93.35

84.24

89.79

%

%
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