
0 引言

Lusin定理[1]是Littlewood三原则[2]中第二个，即

“每个可测函数差不多是连续函数”，揭露了可测函

数与连续函数之间的关系，是实变函数的重要内

容。在应用上，Lusin定理是架通可测函数和连续函

数的桥梁，往往使得可测函数相关的问题归结为连

续函数，从而使问题得以简化解决。另一方面，

Lusin定理的证明方法很重要，先考虑简单函数，再

考虑有界可测函数，最后，因一般可测函数具有一

般性，在证明与可测函数相关的命题时是行之有效

的办法[1]。故，学生理解、掌握、熟练应用Lusin定理

有益于提高学生对实变函数理论理解和应用的整

体感知和把握。关于Lusin定理的理论研究大多集

中在高维推广和等价表示等方面[3-6]，而教学研究很

少。为此，在 Lusin 定理的实际教学过程中我们结

合 PBL （Problem-Based Learning） [7-8] 和 CBT

（Case-Based Teaching）[9-13] 教学方法，构造了新

的 教 学 模 式 ：问 题 — 猜 想 — 结 论 — 命 题

（Problem - driven - Conjecture - Theorem - Case of

applying theorem）。

为 了 Problem-driven-Conjecture-Theorem-Case

of applying theorem 实现这一教学模式，我们对

Lusin定理在教学中采取了如下步骤。首先，给出问

题：一是可测集上的连续函数一定是可测函数，反

之可测集上的可测函数一定是连续函数吗？不是，

如狄利克雷函数是可测函数，但是处处不连续的函

数；二是可测函数与连续函数有关系吗？考察闭区

间E=[0,1]上的狄利克雷函数，我们能够得出结论，

对任意的0＜δ＜1，存在Fδ＝E∩Q⊂E，满足狄利克

雷函数在E\Fδ上为连续函数，且m（E\Fδ）=0≤δ。这

一结论对一般的可测函数是否成立？其次，我们在

教学过程中调整了 Lusin 定理的位置，使其出现在

依测度收敛概念的后面，便于直接给出 Lusin 定理

应用的例子。同时我们补充了《实变函数与泛函分

析基础》中 Lusin 定理证明过程中使用结论的证明
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并提前以引理的形式给出。这使得我们重点关注

Lusin定理证明的思想方法，即关于可测函数相关的

问题可从简单函数，有界可测函数，一般可测函数

去思考问题。最后，我们给出了 Lusin 定理应用的

两个例子，使学生熟悉Lusin定理和加深对Lusin定

理的理解，使几乎处处有限的可测函数可以被连续

函数逼近，几乎处处有限的可测函数为“差不多”有

界的函数。

通过上面的教学步骤，针对Lusin定理，我们构

建了问题—结论—应用的教学范畴，使得学生能够

知道Lusin定理的来源，掌握Lusin定理证明的思想

方法和技巧，加深升华理解 Lusin 定理的结论及其

推广结论。

2 主要结果

引理 1[1] 如果 E⊂Rn，是可测集，则对任意

ε＞0，存在开集G⊃E，满足m（G\E）＜ε。

证明 (i) 当mE＜∞，则由外测度的定义，对任意

的 ε＞0，存在开区间列 ，满足 且

。令 ，则G为开集，G⊃E，且

。 因 此 ，mG －

mE＜ε，从而m（G\E）＜ε。

(ii) 当 mE=∞，则 E 为无界集。令 En={x∈

Rn|n-1≤d（x,0）＜n}∩E，从而En，n∈Z+为有界可测

集， 且Ei∩Ej=Ø，i≠j，i,j=1,2,...。应用(i)的

结论，则对每一 n∈Z+ 和任意的ε＞0，存在开集 Gn

⊃En，满足 。令 ，则 G 为开

集，G⊃E且 。因此，

。

引理2 如果E⊂Rn是可测集，则对任意ε＞0，存

在闭集F⊂E，满足m（E\F）＜ε。

证明 考虑Ec，则由引理1知，存在开集G⊃Ec且

m（G\Ec）＜ε。取F=Gc则F为闭集，F⊂E且。E/F=

E∩Fc=E∩G=G∩E=G\Ec因此，m（E\F）＜ε。

引理3 如果F1，F2，…，Fk⊂Rn 为互不相交的闭

集， ，则φ为 上的连续函数。

证明 当 k=1时，φ（x）=c，x∈F，从而φ为F上的

连续函数。当k=2时，则存在互不相交的开集G1，G2

满足 G1⊃F1，G2⊃F2。因此，对任意的 x0∈F=F1∪

F2，不妨设 x0∈F1⊂G1，从而存在U（x0,δ）⊂G1。假设

V是 c1的任一领域，故φ（U∩F）=c1∈V。φ为F上的

连续函数，对任意 ，不妨设 x0∈Fj(1≤j≤

k)。令 ，则F0为闭集且F0∩Fj≠Ø，因此，φ

为F上的连续函数。

引理4 如果g是E上的实连续函数，f是R 上的

连续函数，则 f g是E上的连续函数。

证明 任取 x0∈E，则 f（g（x0））∈R。由 f 是 R 上

的连续函数可知存在W（g（x0）,δ'），满足 f（W）⊂V（f

（g（x0））,ε）。因为 g 是 E 上的实连续函数，对 W（g

（x0）,δ'），存在U（x0,δ），满足 g（U∩E）⊂W，从而 f（g

（U∩E））⊂V。故 f g是E上的连续函数。

定理1 (Lusin定理[1]) 如果E⊂Rn是可测集，f为

E上几乎处处有限的可测函数，则对任意的δ＞0，存

在闭子集Fδ⊂E，满足 f在Fδ上连续且m（E\Fδ）＜δ。

证明 (i)当 f为简单函数时，设 ，各Ei可

测互不相交且 ，x∈E。对于δ＞0，

由于 Ei 是可测集，根据引理 2，存在闭子集 Fi⊂Ei

且 ，i=1,2,…,n。令 ，则Fδ为闭

集，且 。

根据引理3，f在Fδ上连续。

(ii)当 f为E上的有界可测函数时，则由简单函数

与可测函数之间的关系可知存在简单函数列

使得φk在上一致收敛于 f。由(i)可得，存在闭集Fk⊂E，

，且φk在Fk上连续。令 ，则Fδ为闭

集，且 。

由于 在Fδ上连续且一致收敛于 f，故 f在

Fδ上连续。

(iii) 当 f 为一般的可测函数时，令 E0=E（| f |=

∞），则mE0=0。设 ，x∈E\E0，则g是

E\E0上的有界可测函数。由(ii)可得，存在闭集Fδ⊂
E\E0⊂E，满足 m（E\F δ）=m（E\F δ）－m（E0）=m（E\F δ

\E0）=m（E\E0\Fδ）＜δ，g在Fδ上连续。

因为 为（-1,1）上的连续函数则由引

理4知，f(x)=h(g(x))为Fδ上连续函数且m（E\Fδ）＜δ。

。

。
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3 Lusin定理的应用

命题1[1] 如果 E⊂R，f 是 E 上几乎处处有限的

可测函数，则存在 R 上的一列连续函数 ，使

得 几乎处处于E。

证明由Lusin定理可知，对n∈Z+有可测子集En⊂
E，R 上的连续函数 gn，满足 gn(x) =f(x)，x∈E δ和 m

（E\En）＜ 。因此，对任意η＞0有E（|f-gn|≥η）⊂E\En，

mE（|f－gn|≥η）≤（E\En）＜ 。

即在 E 上 gn ⇒ f。由里斯定理存在 的子

列 ，满足 几乎处处于E。

命题2[1] 如果mE＜∞，f(x)是E上几乎处处有限

的可测函数，则对任意δ＞0，存在Fδ⊂E和M＞0，使

得m（E\Fδ）＜δ且| f(x) |≤M，x∈Fδ。

证明由Lusin定理知，对任意δ＞0，存在闭集Fδ⊂
E，满足 f在Fδ上连续且m（E\Fδ）＜δ。由连续函数在闭

集上必有界知，存在M＞0满足，| f(x) |≤M，x∈Fδ。

4 结语

通过在教学过程中调整 Lusin 定理的位置，使

其出现在依测度收敛概念之后，教学上就能够马上

给出Lusin定理的应用即命题 1和命题 2，并用命题

1进一步阐述可测函数与连续函数之间的关系即每

一个可测函数都能找到一列连续函数使得这列连

续函数的极限函数为该可测函数。值得注意的是

命题1本身也给出了把可测函数相关问题转化为连

续函数问题的具体方法即考虑存在一列连续函

数 ，使得 几乎处处成立。

而命题 2 实际上是对可测函数更深入的认识，

即有限测度上的几乎处处有限可测函数为差不

多有界函数。通过定理 -命题的模式能够激发

学生去思考可测函数更多的“差不多”性质 [1]，

促使学生探索；另一方面，引理的补充对于初

学实变函数内容的学生来说，更易于理解、掌

握 Lusin 定理的内容。通过在实际教学过程中

实 施 Problem-driven-Conjecture-Theorem-Case of

applying theorem 的教学改革，我们通过课堂提问、

课后习题和期末考题答卷情况发现学生能够更容

易清楚Lusin定理的背景来源，掌握Lusin定理证明

的思想方法和技巧，加深理解 Lusin 定理的结论及

其推广结论。
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