
数学源于生活，应用于生活。极限概念是求某

些实际问题的精确解答而生，是微积分学的基础，

求极限的方法多种多样，现对求极限的方法进行总

结。

1 常用求极限的基本方法

1.1 约去零因子求极限

例1 求极限

解

1.2 分子分母同除求极限

例2 求极限

注 一般分子分母同除 x的最高次方；这只是对

当x→∞时，有理函数的情况而言

1.3 分子(母)有理化求极限

例3 求极限

解：

1.4 应用两个重要极限求极限
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1.5 用等价无穷小量代换求极限

1.5.1 常见等价无穷小有：

当 x→0 时，x～sin x～tan x～arcsin x～arctan

x～ln(1+x)～ex-1，

1.6 用罗必塔法则求极限

1.6.1 型不定式极限

例7 求极限

解：

1.6.2 型不定式极限

例8 求 。

解：

例9 求

注：①必须注意判定是不是不定式的极限；②

是否满足罗比塔法则的条件。比如

个很简单的极限，虽然是 型，但若不顾条件盲目

使用罗比塔法则：

这就会由右端极限不存在推出原极限也不存

在的错误结论。

1.7 利用Taylor公式求极限

例10 求极限

ax+a-x－2＝x2ln2a+°（x2）。

注：泰勒公式方法求极限是比罗必塔法则更为

实用的方法，但前提是要对常见函数的泰勒展开式

熟练记忆。

2 递推形式序列的极限

序列递推形式的极限规律不强，难于下手，是

一类较复杂的题目。一般情况下，仅给出了第 n项

与第n+1项的关系，例如 ，求 。我

们对方法集中讨论，先介绍下单调有界定理、压缩

映像原理。

定理 1（单调有界定理）任何有界的单调数列

一定有极限。

定理2（压缩映像原理）对数列{xn}，若存在常

数 r，使得对∀n∈N，恒有

，

则数列{xn}收敛。

例12 已知 证明

序列{xn}存在极限，并求其值。

解：有界性证明。因为 x0=1， ，下面用

数学归纳法证明：∀n，xn＜2。事实上，当n=1时，x1=

＜2成立，不妨设当n=k时，xk＜2成立，则当n=k+

1时，xk+1= 。所以序列{xn}有上界。

单调性证明。根据题意，xn>1，设 f(x)= 则

，所以函数 f(x)= 在 [1,2]上单调递

解：

例5 求

解：

例6 求极限

解：

解：
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这

故

解：由

例11 。

。
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增，从而序列{xn}＝{f(x)}单调递增。

根据单调有界定理可知系列{xn}存在极限，不

妨设 ，则由 ，有 ，解得 a=0

（舍）或a=2。所以 。

例13 设 （c>1为常数），求

。

解Ⅰ（用单调有界原理）：若 ，则

， 。若 ，因

严格递增，所以

因而由 可知一切 。又因为

，知 xn严格递减,根据单调有界原

理知，{xn}收敛。

同理，当 时，对一切 ，xn 严格递

增。总之{xn}单调有界，极限存在，在 中

取极限，可得 。

解Ⅱ（用压缩映像原理求极限）：

因xn>0，且当x>0时，

又由c>1知

故xn+1=f(xn)为压缩映像，{xn}收敛，故 。

3 运用Stolz定理求极限

用通常方法进行证明和计算一些分子分母为

求和式的比式极限题目是非常繁琐的，但是用Stolz

定理就会迎刃而解，达到事半功倍的效果。

定理1 （ 型 stolz公式）设{xn}严格递增，且

。若

定理2 （ 型 stolz公式）设 ，{xn}严格

单调递减，且 。若 ，

则 （其中a为有限数，＋∞或－∞）。

例14 求证

证明 因为 单调递增且趋于＋∞

所以

例15 设 ，求

证明 因为{lnn}单调递增且趋于＋∞，又

故由Stolz定理知

从上面的例题可以得到：利用Stolz定理求极限

的形式是有规律的。能够抓住要求极限的特点，发

现式子的规律，问题就会变得简单。

4 利用Toplitz变换的极限

若出现 ，对 ，求 的

问题，可利用题目中所给的条件，适当变换简化计

算。首先介绍一下此定理。

证明：令 (n=0,1,2,…j=1,2,…)

则aij>0 ， ，∀n，又

故 由Topliz定理知：

，

。

，则 。

。

。

Toplitz定理 设 ， ，对

∀j，0

yn= ，若 则 。

例16 设p >0,I=0,1,2…

若

证明

·· 50



第4期

例17 设数列{an},{bn}满足，bn>0， 发散，且

试证明：

证明：令 （n=0,1,2,…,j=0,1,2,…），

则aij>0， 又 发散，所以对任意的 j，

，故由Topliz定理知， 。

注：应用Topliz定理求极限的关键在于构造一

个Topliz变换，其构造方法一般需要分析表达式的

结构得出，最后验证条件，但应注意要具体条件具

体分析，要学会灵活运用。

5 结语

在数学专业考研和理工科类考研的数学中,求

极限是必考内容。掌握好求极限的各种方法至关

重要。求极限的方法多种多样,坚持问题导向，不能

机械的套用某种方法。比如单调有界定理和压缩

映像原理，它对于序列递推形式的极限非常有用；

Stolz定理对于一些分子分母为求和式的比式极限

题目是快捷有效的方法。另外还有运用数学归纳

法求极限,级数法求极限,积分法求极限,海因定理求

极限，中值定理求极限,夹逼定理法求极限，泰勒展

式求极限，等价无穷小量求极限,积分中值定理求极

限等等。考研数学中大部分的求极限题,不会单单

只用一种方法就能做出来,往往需要多种方法混合

灵活使用。

。
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