
1 大整数乘法的应用背景与研究现状

大整数是指超过计算机整数表达和处理范围

的整数。大整数的运算在信息安全，数学验证，科

学及工程计算等领域有着广泛的应用，而大整数乘

法运算又是其它运算的基础，因此得到了学者的广

泛关注，很多运算方案或改进方案被提了出来。

大整数运算的首要问题是计算机表示。设大

整数为m，则 ，记作：m=（N,x0,x1,…,xn-1），其

中N称为数m的基，xi称为数m的数位。计算机表

示大整数的核心问题就是提高运算效率为目

标，如何选择基和用什么样的数据结构存储基和数

位[1-3]。显然，与不同的运算算法相适应，大整数的

计算机表示会略有差别，但基本思想一致。

提高大整数乘法运算效率的方法大体上分为

两大类：一类是基于硬件设计，从运算的最低层进

行研究，文献[4]基于椭圆曲线密码算法对大整数乘

法的特殊性，设计了专用的指令处理器提高运算效

率，文献[5-7]则从硬件实现方面改进算法，分别从

不同角度设计了专用的乘法器；另一类则基于软

件，主要根据大整数的计算机表示方法从多个角度

提出了新的算法或对经典算法进行改进，文献[8]利

用OpenMP和MPI等并行计算编译原理研究了大整

数乘法，并对运算性能进行了实验评估，文献[9-10]

主要讨论了基于多项式存储的大整数乘法算法及

改进，文献[11-17]则对大整数乘法算法从不同角度

进行优化改进，主要分为三种类型：一是对基线乘

法 进 行 分 析 改 进 ；二 是 对 Comba，Toom 和

Karastsuba 三种算法进行改进；三是对快速傅里叶

变换乘法进行分析改进。文献[18-23]则基于不同

语言环境结合各种乘法算法编程实现了大整数乘
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法的运算，部分文献还对不同算法得到的实验数据

进行分析，从而验证对算法的理论分析。随着计算

机多核处理器的普及，大整数乘法并行计算的研究

又出现了一个新方向，文献[24-25]即是基于多核并

行计算平台设计并实现了高效的算法。

综上所述，对大整数乘法的研究多集中在软件

方面，通过将程序设计语言的存储特点与算法的基

本原理相结合进行改进而提高运算效率是此类研

究的共同特点。采用分治法，提高运算法并行度是

提高运算效率的比较多见的策略。MATLAB矩阵

运算的效率非常高，本文基于MATLAB矩阵运算，

根据格子乘法原理设计并实现了一种大整数乘法

算法，为大整数乘法的研究提供了一个新思路。

2 格子乘法的数学原理

现行小学课本中介绍了一种格子乘法，是将基

线乘法中每两个数位相乘的结果放在表格中，依据

一定的规则得到两个整数乘积的一种方法。相传,

这种方法最早记载在 1150年印度数学家婆什迦罗

的《丽拉娃蒂》一书中，我国明朝数学家夏源泽在

《指明算法》一书中也记载了这种方法，把它称为

“铺地锦”[26]。

以753乘35为例，计算如图1所示：

格子乘法的本质是将笔算乘法的数位转换成

了表格形式：以对角线为标志分别是乘积个，十，

百，千等；上面一行是因数一，以竖线为标志自右向

左分别是因数一的个，十，百，千等；右面一列是因

数二，以横线为标志自下向上分别是因数二的个，

十，百，千等。例如粗线格内第一行第一列的 21表

示 700×30＝21 000＝20 000＋1 000，其中 2 在万位

上表示 20 000，1在千位上表示 1 000。两个因数的

每两个数字相乘则必为两位数，以对角线为分界放

置在格子中乘积中相应的数位，将乘积中的各个数

位相加分别放置在左边一列和下边一行，若相加结

果是两位数则进位就得到乘积为26 355。

由于格子乘法将乘法运算中的中间结果放置

在了格子中，与数学中的矩阵正好一致，本文结合

矩阵的运算，设计了基于矩阵运算的乘法算法。

3 基于矩阵运算的格子乘法算法步骤

文章根据格子乘法与矩阵运算的特点将格子

乘法利用矩阵运算来实现，具体算法步骤如下：

Step1（输入因数一与因数二）：将两个因数输入

程序以向量形式存储，分别记作：

a=（a1,a2,…,am）, b=（b1,b2,…,bn）。

Step2（生成格子矩阵）：将两个向量进行矩阵乖

法运算得到格子乘法中表格中的数字并记作格子

矩阵g如下：

取格子矩阵中的数字的个位及十位数字分别

记作矩阵g1,g2。

Step3（生成乘积数位）：分别计算矩阵g1,g2的次

对角线上的数字之和分别记作：m1, m2并将m1, m2错

位相加得到乘积数位向量m。

Step4（处理进位）：将每个超出进制的乘积数位

计算出进位向量mj，将进位向量mj与乘积数位向量

m相加得到新的乘积数位向量m至无进位为止。

Step5（输出乘积）：输出乘积数位向量m得到乘

积。

如果计算机内存充足，还可以采用将运算结果

预处理后直接进行读取，减少乘法计算及取余操作

的次数。

直接读取生成格子矩阵的算法步骤如下：

Step1（生成预处理格子矩阵）：将两个因数取作

a=（0,1,…，9），b=（0,1,…，9）利用前面求格子矩阵的

算法生成预处理格子矩阵分别记作矩阵矩阵

g1ready, g2ready。

Step2（读取预处理格子矩阵生成格子矩阵）：对

给定的两个因数

a=（a1,a2,…,am）, b=（b1,b2,…,bn），

读取预处理格子矩阵 g1ready, g2ready 得到格

子矩阵g1,g2如下：

7 百位 5 十位 3 个位

2

万位

5

千位

12 百位

2
万位 1

1
5

2
十位 5

0
9

1
个位 5

5
个位十位15

3

十位

5

个位

3
千位

百位 5

图1 格子乘法示意图
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算法说明：本算法通过矩阵运算大大简化了大

整数的运算流程，在两个大整数相乘的过程中，不

仅可以逐个数位进行，还可以在计算机操作允许范

围内自由的调整每次运行的数位来提高运算效率。

下文通过实验验证了上述改进思想的有效性。

4 基于矩阵运算的改进大整数乘法快速算法
步骤

文章参考文献[12]中分治思想，在原有算法的

基础上作了相应的改进，基于矩阵运算来实现，具

体算法步骤如下：

Step1（输入因数一与因数二）：将两个因数输入

程序以向量形式存储，比较两个因数的位数，使a的

位数大于b的位数，分别记作：

a=（a1,a2,…,am）, b=（b1,b2,…,bn）。

Step2（生成乘积临时矩阵）：选择向量a分别与

2～9 相乘再增加 0a,1a 得到乘积临时矩阵 temp 如

下：

Step3（生成乘积数位）：因数b中各个数位上数

字是0～9中之一，进行笔算时只须每次从乘积临时

矩阵 temp 读取相应行向量 temp（bi+1）,1≤i≤n 即

可，分析笔算乘法数位求和规律，设计算法对从临

时矩阵中调用数据进行求和分别计算乘积中各个

数位，得到乘积数位向量 m=（m1,m2,…,mk…,mm + n），

其中 ，具体运算如图 2

所示。

Step4（处理进位）：同上面基于矩阵运算的格子

乘法算法步骤。

Step5（输出乘积）：同上面基于矩阵运算的格子

乘法算法步骤。

算法说明：本算法通过乘积临时矩阵保存重复

计算的数据，大大减少了乘法运算次数，提高了运

算效率。与格子乘法相比，乘法算法次数减少的更

多，但得到的乘积数位向量中的各个数位上的数字

偏大，增加了进位处理的时间。

5 算法实现与分析

为了分析基于MATLAB矩阵的大整数乘法运

算性能，文章利用MATALAB-R2010a实现了基于格

子乘法的矩阵运算基本算法及其改进算法，和基于

矩阵运算的改进大整数乘法快速算法，并对实验结

果进行比较分析。

实验计算机配置如下：win7操作系统；CPU为

AMD A8-3500M APU with Radeon(tm) HD

Graphics 1.5 GHz；内存为6 GB。

基于格子乘法的矩阵运算基本算法记为算法

1，2位数字作为整体计算记为算法 2，3位数字算法

作为整体计算记为算法3，4位数字作为整体计算记

为算法 4，基于矩阵运算的改进大整数乘法快速算

法记为算法 5，并且对算法 1～3还分别通过相乘直

接生成格子矩阵和预处理后通过直接读取矩阵生

成格子矩阵两种情形。每种算法分别随机生成 20

组大整数进行测试，计算程序运行时间进行比较，

实验结果如表1所示。

比较格子乘法与直接笔算的运行时间，直接笔

算随着因数位数增加，运行时间增加缓慢，这是因

为格子乘法的空间复杂度是O（n2），直接笔算的空

间复杂度是O（n），直接笔算在保证空间复杂度的基

础上由于采用了预处理乘积技术，使乘法的次数大

大减少，时间复杂度降低到了O（n），所以可以处理

位数很大的整数乘法。

图2 生成乘积数位示意图

算法5

0.000 60

0.000 98

0.002 01

0.006 18

0.017 32

0.026 93

0.049 81

0.097 13

位数

20

50

100

200

300

400

500

1 000

算法1

0.086 01/0.002 40

0.091 01/0.007 91

0.123 51/0.037 95

0.390 11/0.279 15

3.209 35/0.117 511

8.461 60/8.353 22

17.134 6/16.951 2

303.241/303.102

算法2

0.001 13/0.000 98

0.003 03/0.002 90

0.007 71/0.007 50

0.039 15/0.037 12

0.107 303/0.040 61

0.304 182/0.284 82

0.995 321/0.980 11

16.641 1/16.710 1

算法3

0.000 72/0.000 610

0.001 80/0.001 81

0.003 54/0.003 51

0.013 21/0.012 91

0.040 61/0.039 81

0.080 91/0.075 12

0.156 12/0.143 09

4.661 21/4.651 12

算法4

0.002 01

0.007 81

0.045 42

0.291 31

3.288 87

8.419 01

16.561 5

301.853

注：算法1,2,3中 t1/t2分别指相乘生成格子矩阵和直接读取生

成格子矩阵的运行时间。

表1 算法运行时间对比 s
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对格子乘法的不同改进而言，当整数位数超过

500时运算性能均迅速下降，特别是整数位数 1000

位时，算法 1的两种情形及算法 4的运行时间分别

达到了303.241秒，303.102秒，301.853秒，完全失去

了运算价值，表1数据表明格子乘法只适合低于500

位的整数相乘。

格子乘法中直接相乘生成格子矩阵与从读取

预处理格子矩阵生成格子矩阵相比较，三位数字

作为整体相乘时效果不明显，每个数位逐个相乘

和两位数字作为整体相乘时效果显著，这是因为

三位数字作为整体相乘时，预处理格子矩阵为

1 000×1 000，读取数据的效率会大降低。

格子乘法中将若干个数位作为整体进行运算

时，表1数据表明，三位数字作为整体（算法3）相乘，

运算效果最好，随着位数的增加会导致取余操作的

效率迅速下降，所以用格子乘法进行大整数乘法运

算时应取三位数字作为整体进行运算。

6 结语

本文参阅大整数乘法研究的相关文献，对大整

数乘法算法提高效率的方法进行了系统的总结，并

对其中两种算法进行改进调整，设计并实现了基于

矩阵运算的算法，通过不同算法运行时间的统计分

析，验证了矩阵运算进行大整数乘法的特性。
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