
0 引言

习总书记指出：网络安全和信息化对一个国家

很多领域都是牵一发而动全身的，增强网络安全的

防御能力和威慑能力迫在眉睫。信息是否安全取

决于加密技术是否可靠，对密码技术的研究始于古

罗马时期，1949年《保密系统的通信理论》[1]的发表，

将数学与密码学联系在一起，从此密码学就成为一

门独立学科。密码就要保障信息的安全，而衡量密

钥流序列安全性的度量指标一般有：游程分布、自

相关值、周期等。评价密钥流序列稳定性的又一重

要指标产生于六十年代末的B-M综合算法[3]，重量

复杂度、k-错线性复杂度等度量指标随之而产

生 [4,5]。在序列稳定性研究的过程中，学者们研究了

涉及序列稳定性的快速算法[6-8]。除了研究周期单

序列的稳定性，还研究了多维周期序列的稳定

性 [9]。文献[10]研究了二元周期倒序序列的稳定性，

给出了极小多项式及其线性复杂度，文献[11]研究

了由序列及其对偶序列构造的一类新序列的稳定

性，文献[12-13]构造了多维序列，由已有结论研究

了多维周期序列的稳定性。

对于周期序列 S及其对偶序列S
-
构造成周期新

序列，其倒序序列的稳定性如何？并由这类周期倒

序新序列构成的多维序列的联合极小多项式及联

合线性复杂度是何形式，本文下面将展开研究。

1 预备知识

设 Fp 上的一条无穷序列为 s∞=(s0,s1,s2,…)，sN=

(s0,s1,s2,…,sN-1)是Fp上周期为N的有限序列。定义 s∞

和 sN的生成多项式如下：

若无穷序列是周期为N的周期序列，则 sN即为

第一周期，有
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上式中 fs（x）=（1-xN）/gcd（sN（x）,1-xN），rs（x）=xN（x）/

gcd（sN（x）,1-xN），可见 gcd（fs（x）,rs（x））=1，deg（rs

（x））＜deg（fs（x）），称 fs（x）为序列 s∞的极小多项式。

则 s∞的线性复杂度为LC（s）=deg（fs（x））=N-deg（gcd

（1-xN,sN（x））），式中deg（fs（x））表示 fs（x）的次数。

定义1[10] 设 sN=(s0,s1,s2,…,sN-1)为Fp上周期为N的

序列，其倒序N-周期序列记为 ，对

偶N-周期序列记为 ，对偶倒序序

列记为 ， 其中s- i=p-1-si,i=0,1,…，

N-1。且记

则无穷序列 与 的生成多项式分别为：

定义2[11] 将 sN和s-N 组合为一类新的序列A∞=（s0,

s1,…sN-1，s-0,s
-

1,…s-N-1）∞，则该序列是周期为 2N的新序

列。

引理1[13] 设 Fp 上 N-周期倒序序列为 ＝（sN-1,

sN-2,…,s1,s2）∞，其生成函数为

，且 ，则 为 的极小生

成多项式。若记 ，令 l为 在x=1

时根的次数（l≥0），有 ，其中 f1(1)≠0，

则 的对偶周期序列 的生成函数为：

2 主要内容

定义3 若 Fp 上周期为 2N 的新序列为 A∞=（s0,

s1,…,sN-1,s
-

0,s
-

1,…,s-N-1）∞，则称

是Fp上2N-周期的倒序新序列。

定理1 Fp上2N-周期倒序新序列

的极小生成多项式为 。

证明：设

为Fp上倒序新序列第一个2N周期。则有

由引理1，1）l=0,

可见，gcd（p-1,(1-x)(1+xN)）=1，有

2）l=1时，

有 。

3）l≥2时，

亦有 。

综上，Fp上2N-周期的倒序新序列

的极小多项式为 。

推论1 Fp上2N-周期倒序新序列

的线性复杂度为 。

证明：由定理1直接可得。

例1 设 s3=（2,0,1）是F3上周期为N=3的序列，可

知其对偶序列为s- 3=（2,0,1），由 s3和s-组合的周期为

2N=6的倒序新序列为Â6 =（1,2，0,1，0,2）,求LC（Â∞）。

解：

设 ，则 ，故

，又因 ，则有

。

综上 gcd((1-x)2-x3，(1-x)(1+x)3)=1， 的极小多

项式为 （1-x）（1+x）3， 的线性复杂度

。

= =

，

，

， 。

。
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例2 设 F5 上周期为 N=5 的序列为 s5=（1,0,2,0,

3），则其对偶序列 s5=（3,4,2,4,1），由 s5和s-5组成的周

期为 10的倒序新序列为Â10=（1,4,2,4,3,3,0,2,0,1）,求

LC（Â∞）。

设 rÂ（x）=2x（1+x）+x3（1+x）2+（1-x）4，则 rÂ（1）=

4≠0，故

又 ，有 。

综上 gcd（rÂ（x）,（1-x）（1＋x）5），故Â∞的极小生

成多项式为 fÂ（x）=（1-x）（1＋x）5，Â∞的线性复杂度

LC（Â∞）=deg（fÂ（x））＝5+1=6。

定义4 设 Â j
∞＝（s- j,N-1,… ,s- j,1,s

-
j,0,sj,N-1,… ,sj,1,sj,0），

s- ji=p-1-sji，i=0,1,2,…,N-1，j=1,2,…,m 是 Fp上周期为

2N倒序新序列，则由Â1,Â2,…,Âm构成的多维序列A
～

=

（Â1,Â2,…,Âm）称为Fp上m-维周期多序列。

m-维多序列A
～

=（Â1,Â2,…,Âm）中，序列Â1,Â2,…,Âm

的共同特征多项式中次数最低的多项式称为多维

周期序列 Â的联合极小多项式，记为 fA(x)。易见

，其 中 f̂ A(x) 表示 Â j，

1≤j≤m的极小多项式。称 为多

维周期序列A
～
的联合线性复杂度。

定理2 设A
～

=Â1,Â2,…,Âm为Fp上 p元 2N-周期多

维序列，若Âj的极小多项式为 fj（x），1≤j≤m，则A
～
的

联合极小多项式为 。

证明：由定理1

则有

推论2 设 Fp上，p 元 2N-周期多维序列A
～

=（Â1,

Â2,…,Âm），f̂j（x），1≤j≤m为A
～

j的极小多项式，则A
～
的

联合线性复杂度为LC（A
～
）=N+1。

证明：因 ，由定理2即得。

例3 设在 F3 上，三元 3 -周期序列 s1
3=(1,1,2)，

s2
3=(0,2,1)，s3

3=(2,2,1)，则其对偶周期序列分别为 s-1
3=

(1,1,0)，s-2
3=(2,0,1)，s-3

3=(0,0,1)，将 s1
3,s2

3s3
3与s-1

3,s-2
3s-3

3对

应组成周期倒序新序列Â1
6=(0,1,1,2,1,1), Â2

6=(1,0,2,

1,2,0), Â3
6=(1,0,0,1,2,2)。并由Â1

6,Â2
6,Â3

6, 构成多维周

期新序列为 ，求A
～∞的联合线性复杂度

LC（A
～∞）。

设 ，则 ，有 ，又

，即有 ，故 gcd（x+x3,（1-x）（1+

x）3）=1，则 的极小多项式为 f̂1（x）=（1-x）（1+x）3，

同理有 f̂2（x）=（1-x）（1+x）3，f̂3（x）=（1-x）（1+x）3，A
～

的

联合极小多项式为

故A
～
的联合线性复杂度LC（A

～
）＝3+1＝4。

3 结语

由序列 S及其对偶序列S
-
构造出了一类新周期

序列的相关思想，本文研究了Fp上这类新周期序列

的倒序序列的稳定性。给出了这类倒序新序列的

极小多项式和线性复杂度，并利用F3及F5上的序列

验证了所得结论的正确性。最后用这类倒序新序

列构造了多维序列，给出多维序列的联合极小多项

式和联合线性复杂度，亦通过F3上的多维序列验证

了结论。这些研究成果为序列稳定性的研究提供

了理论支撑，为后续研究序列期望方差的界提供了

便利。

。

解：

解：

，
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