
在使用GPS、在空间大地测量和工程应用中经

常涉及到不同坐标系坐标成果之间的转换。但是

工程测量中，目前仍为2+1维，因而平面二维坐标转

换是经常需要用到的。

1 最小二乘法

通常二维基准转换模型在求解坐标转换参数

时，往往只考虑了公共点在一套坐标中的误差，而忽

略了其在另一套坐标系中的坐标误差，得到线性基

准转换模型之后，实际情况下，观测误差服从正态分

布，采用最小二乘方法，求解出转换参数的最优估

值。近年来，有许多学者在传统基准转换的基础上

研究了同时考虑公共点在两套坐标系中的坐标误差

的基准变换模型，并研究了整体最小二乘解法[1,4,7,8]。

本文分析了基于整体最小二乘原理的转换模

型[1]。模拟实际情况下，公共点只知道其在一套坐

标系中的权阵，假定在一套坐标系中公共点的权阵

不为单位阵而在另一套坐标系中的权阵假定为单

位阵，再基于整体最小二乘原理进行坐标转换。同

时，根据李博峰提出的无缝三维基准转换模型[2]的

数和旋转参数， 为第 i点的二维坐标，下标Ⅰ和

Ⅱ表示两套坐标系。上式也可以改写为：

（1）
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上式的矩阵形式为 （2）

其中，

由于两套坐标都是测量平差到的，它们不可避

免地受到观测误差的影响，因而对两套坐标引入误

差向量：

（3）

其中，

联合各公共点求解转换参数，则有：

（4）

其中

求解转换参数的本质是拟合求解出两套坐标

系公共点之间的确定性函数关系，其最终目的是计

算出非公共点的第Ⅱ套坐标，假设转换时有m个非

公共点，则它们的第二套坐标可以表示为：

（5）

其中，系数阵 由非公共点的第一套坐

标构成，而 是其对应的误差矩阵；g是非公

共点在第二套坐标系中的坐标的推估值，因此，坐

标转换的联合模型可表示为：

（6）

（7）

假设相同坐标系的坐标误差相关而不同，坐标

系的坐标误差独立，在坐标误差服从零均值正态分

布的条件下，上式各项误差的随机模型表示为：

（8）

其中，vec（·）为矩阵向量化子。

2 拟合推估法

拟合推估模型[4]的标准形式为：

（9）

式（9）中，y是n×1维观测向量，ey是观测向量对

应的误差向量；β是 k×1阶的参数向量，C是列满秩

设计矩阵，y0表示n0×1未知随机信号向量，ey0是它的

误差向量，C0是设计矩阵。值得注意的是，通常我

们要求 n＞k，但并不需要 n0＞k。上述的模型包含

“平差”和“预报”两个过程，平差指用观测向量 y来

估计参数β；而预报则是根据信号 y0和β参数的函数

关系以及其与观测向量 y的随机关系来对 y0作出合

理的推估。

基于最小二乘原理：

(10)

解出：

（11）

（12）

3 基准转换模型的联合求解

二维基准转换联合模型是一种非线性模型，本

文在高斯-牛顿法的基础上将其转化为线性模

型 [5]，然后采用拟合推估法求解。

3.1基于高斯-牛顿法的线性模型

采用高斯-牛顿法将非线性模型转换为线性模

型，然后迭代求解。假设第 j次迭代后的估值表示

为ξ（j），那么参数ξ就可以表示为：

（13）

其中δξ（j）为第 j+1次迭代的参数的修正数，将式

（13）带入坐标转换模型可得：

（14）

（15）

方程（15）中如果只对δξ进行迭代，则会造成因

省略二次项EA，δξ以上的小项造成的迭代发散或收

敛错误，所以应该同时对EA，δξ一起迭代。设EA的

第 j次迭代值为EA(j)。

将参数求解的矩阵方程式转换为拟合推估的

标准形式为：

（16）

其中，I2n 和 I2m 分别代表 2n 维和 2m 维的单位

阵， 指的是 kronecker积算子，上述的推导利用了

矩阵积向量转换关系式:

服从分布Nt

○×

罗 琳，等：无缝二维基准转换模型研究 ·· 17
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ξ（j）是方程线性化后ξ第 j次的迭代值由协方差

传播定律导出方程的随机模型为：

（17）

（18）

由公式（16）、（17）和（18）可以推导出：

由于上式中前两个公式用于参数估计，后两个

公式用于计算非公共点的第Ⅱ套坐标，并且因为

“预报”和“估计”是相对独立的过程，因此在实际计

算中只需按照前两公式迭代计算转换参数的最优

值，迭代终止后，按（17）、（18）计算最终的坐标推估

值 。

3.2 系数误差协方差阵的计算

上述模型的求解需要已知系数阵误差的协方

差阵QAA和QBA，即：

假定第Ⅰ套坐标误差是变量 ，

和第二项误差 分

别为 n 个公共点坐标误差和 m 个非公共点坐标误

差，那么相应的协方差阵就可以表示为：

容易导出：

（21）

其中，

根据误差传播定律得：

4 传统基准转换模型

传统基准转换模型只考虑了公共点的第二套

坐标误差且忽略了非公共点坐标误差，其标准形式

为：

（23）

（24）

在最小二乘条件下的参数为：

（25）

（26）

5 基于整体最小二乘原理的坐标转换模型

鲁铁定在其博士学位论文[6]中详细推导了基于

整体最小二乘原理的坐标转换方法带权整体最小二

乘即考虑公共点的两套坐标权阵基于

的条件进行参数的求解，其中 v1和 v2分别表示公共

点在两套坐标系中的坐标误差。不带权整体最小

二乘即不考虑公共点的任何一套坐标系权阵进行

在 的条件下迭代求解转换参数。

笔者认为，在实际工程应用的转换参数求解中，至

少观测值对应的权阵是可以得到的，所以在参数求

解时应该考虑其权阵，而不是忽略公共点在任何一

套坐标系中的权阵而采用不带权整体最小二乘。

当认为公共点在第Ⅱ套坐标系中的权阵即观

测值的权阵不为单位阵，公共点第Ⅰ套坐标系中的

权阵假定为单位阵时，参数求解基于

的条件。参数的求解方法为（略去公式推导过程）：

（27）

（28）

其中， ，

（29）

（30）

其中，

当认为公共点在第Ⅱ套坐标系中的权阵即观

测值的权阵不为单位阵，并且公共点在第一套坐标

系中的权阵也不为单位阵时，即可利用最小二乘配

置的方法迭代求解转换参数，这也就是无缝二维基

准转换中的迭代计算转换参数的过程，只不过省去

了后面对非公共点构成的系数阵的改正。

6 算例与分析

算例说明：因工程实例中的数据，均有误差，无

（19）

（20）

（22）

①

②
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法准确验证模型精度，只能通过与已有软件转换成

果对比验证模型是否正确，本文主要研究无缝二维

转换模型的精度，故使用模拟数据，得到真值后，人

为加上正态误差模拟工程实际情况，然后转换得到

成果与真值对比，比较三种模型的精度。

6.1 模拟数据

本次模拟数据共用了 8个坐标：p1、p2、p3、p4、

p5、p6、p7、p8。其中p1、p2作为基本点，只用来计算

公共点和转换点的平差值及其对应的协因数阵，

p3、p4、p5作为公共点，p6、p7、p8作为转换点。

①首先人为定义坐标系A中 p1～p8各个点的

合理坐标，然后用转换参数

将其转换到B坐标系当中，得到p1～p8点的坐标真

值。

②在坐标系A中，计算出p1～p2外的任意两点

距离真值共 27条（p1,p2两点的坐标在计算中一直

使用真值，因此其距离不参与平差），分别计算p1和

p2到其余点的坐标方位角共 12个，由此共得到 39

个观测值。

③给距离真值加上均值为0，中误差为σ1的随机

数，给方位角真值加上均值为 0，中误差为ε1的随机

数。因而观测值的协因数阵为：

(31)

④根据参数平差计算过程计算 p3～p8的坐标

平差值，根据误差传播定律计算其对应的协因数阵

QXX。

⑤同理，在B坐标系中，计算 p1～p5各个点的

距离真值共9条，分别计算p1，p2到其它3个点的方

位角共6个，得到15个观测值。给距离真值加上均

值为0，中误差为σ2的随机数，给方位角真值加上均

值为0，中误差为ε2的随机数。因而观测值的协因数

阵为：

(32)

⑥根据参数平差计算过程计算B坐标系中公共

点p3～p5的坐标平差值，根据误差传播定律计算其

对应的协因数阵QLL。

⑦值得说明的是 ，其中 1 表示 A

坐标系中的公共点，2表示A坐标系中的转换点。

6.2计算与分析

方案一：基于高斯-牛顿法的基准转换联合模

型，迭代计算，对应图1～3。

方案二：基于整体最小二乘原理的坐标转换，

迭代计算，对应图4～6。

将上述过程产生的公共点与非公共点坐标平

差值以及它们所对应的协因数阵带入数平差计算，

求出转换点在第Ⅱ套坐标系中的坐标之后与其真

值求坐标的均方根σ。

(33)

将 500次数据模拟结果绘制成函数图像，将无

缝二维基准坐标转换与传统坐标转换，基于整体最

小二乘原理的坐标转换与传统坐标转换精度结果

绘制在一起，比较其转换精度。

图1～3显示：无缝二维基准转换模型相比传统

坐标转换方式，能够得到更好的坐标转换精度，在

合理的定权的时，无缝二维基准转换可以通过迭代

求解进而极大地提高求解的转换参数精度，并对非

公共点坐标构成的系数阵进行修正，获得满意的转

换结果。图4～6表明：基于整体最小二乘的坐标转

换虽然较传统的坐标转换方式有一些改进，但其效

果并不明显。出现这种情况的原因是第Ⅰ套坐标

系中的坐标权阵是单位阵，这是根据经验定权或没

有明确得知第Ⅰ套坐标系中各个坐标的精度水平

而假定各个坐标精度水平一致得出的结论。因此，

图1 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝0.1 cm，ε1=0.1″. σ2＝0.3 cm，ε1=0.2″

实验次数

图2 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝0.5 cm，ε1=0.5″. σ2＝1 cm，ε1=0.8″

实验次数

转
换

精
度

/m
转

换
精

度
/m
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在转换参数求解时得到转换点所在坐标系内坐标

的协方差阵的准确值对于转换参数的准确求解是

十分重要的，这也是在无缝二维基准坐标转换时得

到满意成果的前提。当对第Ⅰ套坐标系内定权不

合理时，利用无缝二维基准转换求解参数的精度水

平将受到很大的影响。

7 结论

为在工程应用中得到更高精度的坐标转换成

果，本文在无缝三维基准转换模型的基础上研究了

无缝二维基准转换模型，通过数据模拟计算，检验

了其和传统坐标转换模型以及与基于整体最小二

乘原理的坐标转换模型的精度差异。得出如下结

论：

(1) 为了顾及公共点在两套坐标系内的误差以

及非公共点的坐标误差，本文基于无缝二维基准转

换模型，将转换参数的求解与非公共点的转换联合

处理，理论上是严密的二维坐标转换模型。

(2) 与传统的二维坐标转换模型以及整体最小

二乘基准转换模型的结果进行比较，实验表明无缝

二维基准转换模型能取得更高的精度。

图3 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝1 cm，ε1=2″，σ2＝2 cm，ε1=2″

图4 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝0.1 cm，ε1=0.1″. σ2＝0.3 cm，ε1=0.2″

图5 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝0.5 cm，ε1=0.5″. σ2＝1 cm，ε1=0.8″

图6 无缝二维基准坐标转换与传统坐标转换的精度比较

σ1＝1 cm，ε1=2″. σ2＝2 cm，ε1=2″

实验次数 实验次数

实验次数 实验次数
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