
引言
磁流体边界层流问题一直是磁流体动力学[1]领

域的主要研究课题，磁流体边界层流经常发生在飞

机、汽车、轮船、内燃机等叶子机械的固体壁面附

近，因此，对磁流体边界层流的研究具有重要的理

论意义和实际应用价值。

许多人[2-6]对流经拉伸表面的磁流体边界层流

体作了深入研究。丁琦和张鸿庆[7]利用同伦分析法

研究流向拉伸表面的驻点流的解析解，并讨论该解

析解的收敛域和性质。R.C.Aziz和I.Hashim[8]利用同

伦分析法研究粘性耗散对非稳定拉伸板上薄液膜

流动和热传递的影响。S.Mukhopadhyay[9]利用四阶

龙格库塔法研究存在滑移的垂直拉伸面上的非定

常混合对流边界层流动和热传递。K.Bhattachryya

和 S.M ukhopadhyay[10]利用打靶法研究流向拉伸表

面的牛顿流体的非定常边界层驻点流动和热传

导。A.M.Salem和R.Fathy[11]利用四阶龙格库塔法和

打靶法研究多孔介质中的可渗透拉伸板上不可压

缩流体在驻点附近的热量和物质传递。S.A.Kechil

和 I.Hashim[12]利用Adomian分解法研究拉伸板上的

非定常边界层流。C.Y.Wang[13]研究径向拉伸面上的

自由对流流体，并证明解得唯一性。P.D.Ariel[14]应

用同伦扰动法研究流经径向拉伸面上的流体。A.

Shahzad，R.Ali和M.Khan[15]利用同伦分析法研究流

经非线性径向多孔薄板拉伸面上边界层流的热传

递的解析解。A.S.Butt和A.Ali[16]研究流经径向拉伸

表面的粘性流体，并利用同伦分析法和打靶法获得

数值解。

尽管上述对流经拉伸面的磁流体边界层流的

研究方法各异，但都没有运用Galerkin有限元方法

和Newton迭代法来求数值解，本文利用这一方法获

得其数值解,并与前人的数值结果进行对比。

1 基本方程
讨论流经径向拉伸薄片的磁流体引起的稳定

的二维边界层流。假设忽略压力梯度，也没有外部

电场影响，假设磁雷诺数足够大从而可以忽略感应

磁场。于是磁流体边界层流的控制方程为

(1)

及其边界条件

(2)

其中， 分别是r和z方向上的速度分量，γ

是流体粘度系数，σ是导电系数，B0是均匀磁场强

度，ρ是流体密度。

利用下列相似变换

将方程(1)-(2)转化成下列方程

(4)

(5)

其中， 是磁场参数， 表示流体速度，

表示流体的剪切力。

2 等价奇异积分方程
定理1 设 是方程(4)-(5)的一个解，当M≥

0时，如果 满足 ，那么
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证明：令 ，由

知 。由Lagrange中值定理知：对任意 ，存在

，使得

(6)

又因 ，故当 时， 。因

，则 在 上是严格递减的，且

。

下面证明存在一个充分大的数λ，使得 在

上是严格递增。假设这个结论不成立，则由

知，总可以选择三个充分大的数

使得

(7)

于是由Fermat引理知 。再由Taylor定理

知

(8)

于是 ，从而 。然而由方程(4)

知

(9)

因 ， 和 ，则 。

这与 矛盾。于是存在一个充分大的数λ，使

得 在 上是严格递增。

即 在 上是严格递增且有界，故

。

定理1说明远离平板的液体摩擦力趋于零，即

距离平板较远的液体几乎不受平板粘性的影响，实

际情况也是如此。

定理2 设 是方程（4）—（5）的一个解，且

，令 是 的反函数，那么

满足如下奇异积分方程

证明：因 ，则 在 上

严格递减，因此 在 上严格递减，且

，那么

(11)

对上式关于t求导

(12)

对上式关于t求导

(13)

由 得 ，

于是

(14)

对上式从t到1积分

由 得

把上述各式代入(4)式得

对上式从0到t积分

即

由定理1知 ，于是

定理3 设 是奇异积分方程(10)的一个负

解，令 且 是 的反

函数，然后定义如下函数

(20)

那么 满足方程（4）—（5），且满足条件

证明：令

则 在 上是严格递减的，且有 ，

。令 是 的反函数，并定义如下

函数

(22)

显然 ，且 。对

(23)

关于 求导

(24)

对上式关于 求导

(25)

对(10)关于t求导

(26)

把 代入上式

(27)

从而

(28)

(10)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

。

(21)
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下面证明

令 ，则

且 ，于是

(30)

从而

并且满足 。

根据定理2和定理3，我们知道方程(4)-(5)与奇

异积分方程(10)是等价的。

3 Galerkin有限元方法及其求解方法
对奇异积分方程

(31)

关于t求导

(32)

对上式关于t求导

(33)

并且满足 。

3.1 Galerkin有限元方程组

将区间[0,1] 分成N个小区间，步长为 ，

记 ， 。

由 知 。

令

(34)

其中

(35)

于是由变分原理知方程(33)的Galerkin有限元

基本公式：

(36)

从而

(37)

因为 ，且

， ，于是

当 时，

(38)

当 时，

(39)

利用(34)、(35)，可以将(38)、(39)分别化成

(40)

其中

3.2 Newton迭代法求解非线性方程组

令

(42)

且

(43)

其中

求非线性方程组(40)-(41)的解就相当于求非线

性方程组

(44)

的解。该系统的Jacobian矩阵

是三对角的，其中

(29)

和

(41)

，

，
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令 是z的第 层迭代值，假设 足够小，找

到修正值 满足 ，从而使得 。

设 是 处的 Jacobian 值，则由 Newton 迭代法计

算所有迭代值 ，其中 满足方程

，当 时（其中 是给定的

误差范围），停止迭代。

4 数值结果
取定步长 ，误差范围为 。取初始

值 ，再分别取不同的M值计算出

的近似值，并将数值结果与文献[16]中

的数值结果作比较(见表1)。

表 1 比较同伦分析法、打靶法和Galerkin有限元法

所得 数值结果

从表1中可以看出，对给定初值和最大误差，可

以通过本文的方法计算出 的值，其值均为负

值，符合第二节中对奇异积分方程解的分析；并且

通过与前人的数值结果进行对比，看出本文的结果

也合理。
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Galerkin Finite Element Numerical Solutions for the Hydromagnetic Boundary
Layer Flow due to a Radially Stretching Surface

HU Min
(School of Mathematics and Computer Science, Panzhihua University, Panzhihua, Sichuan 617000 )

Abstract: The shear stress of the steady two-dimensional boundary layer flow of a hydromagnetic flow due to a

radially stretching surface is investigated. The boundary layer equations governing the flow are transformed into a

singular equation by using suitable equivalent transformations. The equation is then turned to nonlinear equations by

using Galerkin finite element method. At last, the numerical solutions for the nonlinear equations are estimated

through Newton iterative method. It is obtained the shear stress of this fluid corresponding to the parameter M

different values. Moreover, the results are compared with previous conclusions through table. It’s shown that the

numerical results and previous solution is consistent. This means that the Galerkin finite element method is a good

method to solve the hydromagnetic boundary layer flow.

Key words: radially stretching surface; hydromagnetic boundary layer flow; Galerkin finite element method;

Newton iterative method; numerical solutions
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The Solution to Maximum Value of a Special Class of Trigonometric Functions

ZHOU Gui-ru
（Department of Basic Teaching, Fujian Chuanzheng Communications College, Fuzhou，Fujian 350007）

Abstract: For the maximum value of a trigonometric function with special coefficients in △

ABC , three solutions of analysis segment, the Lagrange multiplier, the inequalities, are first proposed, leading to the

same result. Then for a general trigonometric function with the coefficients ,b, and c belonging

to ，the Lagrange multiplier is used to seek its maximum value. Finally, the solution to the extreme value of the

trigonometric function with the coefficients , b, and c belonging to is derived.

Key words: Lagrange multiplier; analysis segment; extreme value
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