
1 预备知识
在数论里，最大公因数是一个非常重要的概

念。最大公因数满足两条，一是公因数，二是最

大。这个公因数到底存不存在呢？实际上这个公

因数的存在性是比较容易判断的，因为1是任何整

数的约数，所以公因数肯定是存在的，至少也有个

1。那最大会不会存在呢？比如两个整数都取成0，

而0可以被任何非零整数整除，所以它的公约数是

任何的整数，要找最大，就找不到了。如果不全为0

的话，有这样明显的结论，若a1，a2…，an不全为0，则

它们的最大公因数是存在的。存在的话，关于最大

公因数还有哪些重要的结论，这是本文研究的出发

点。首先来回顾一下最大公因数的概念［1-5］。

定义1：若a1，a2…，an是n（n≥2）个整数，整数d

是所有ai的因数，称d是a1，a2…，an的公因数。整数

a1，a2…，an的公因数中最大的一个，称为a1，a2…，an

的最大公因数，记作a1，a2…，an。

定理1：若 a1，a2…，an是任意个不全为零的整

数，则

也就是说将来在讨论最大公因数的时候，如果

里边的数有负号，可以把负号去掉。

定理2：若

定理3：设a，b，c是任意三个不全为0的整数，

且a=bq+c，其中q是非零整数，则(a，b)=(b，c)。

证明：设（a，b）=d1，（b，c）=d2，证明这两个公因

数相等即要证明d1=d2，只要证明d1≤d2，d2≤d1同时

成立，那么这两个公因数相等。

i）证d1≤d2，由已知（a，b）=d1，则d1 a，d1 b，又c=

a-bq，则d1也能整除a，b的线性组合，所以d1 c。由

d1 b，d1 c，推出d1是b，c的公因数，又因为（b，c）=d2，

所以d1≤d2。

ii）证d2≤d1，由已知（b，c）=d2，则d2 b，d2 c，又a=

bq+c，则d2也能整除b，c的线性组合，所以d2 a。由

d2 a，d2 b，推出d2是a，b的公因数，又因为（a，b）=d1，

所以d2≤d1。

综上所述，d1=d2，即(a，b)=（b，c）。

定理3的好处就是在求最大公因数的时候，可

以将大数化为小数来求，如此反复进行下去就是所

谓的辗转相除法。

2 最大公因数的性质
下面针对最大公因数的一个性质，给出详细及

不同证明方法。

性质[2]：设a,b是任意两个不全为零的整数，则

（i）若m是任一正整数，则(am,bm)=(a,b)m。

（ii）若δ是a,b的任一公因数，则 ，特别。

教科书中对于证明过程已经写得很好了，但是

不够明确。

证明：当a,b有一个为零时，由定理2，定理显然

成立，下面设a,b都不为零

（i）证法（一），

由定理1，假定a,b＞0，由辗转相除法，有

a=bq1+r1 ， 0≤r1＜b
b=r1q2+r2 ， 0≤r2＜r1

┋

rn-2=rn-1qn+rn ， 0≤rn＜rn-1

rn-1=rnqn+1+rn+1 ， rn+1=0

此时，(a,b)=rn

上述式子左右两侧同乘正整数m，

ma=mbq1+mr1 ， 0≤mr1＜mb
mb=mr1q2+mr2 ， 0≤mr2＜mr1

┋

mrn-2=mrn-1qn+mrn ， 0≤mrn＜mrn-1

mrn-1=mrnqn+1+mrn+1 ， mrn+1=0

令 ， ， ， ，…， ，
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， ， ，有

，

，

┋

，

， ，

有 ，

即 。

证法（二），

设 ， ，下面证

由 ，有c1 am且c2 bm，

由整除的定义，存在整数d1，d2，使

， （1）

由 ，有c2 a且c2 b，
由整除的定义，存在整数 ，使

， （2）

将（2）式代入（1）式，得

， ，

又因 =1

所以c1 c2n，c1≤c2m……（3）

下证 ，

又

则mc2 是(ma，mb) 的公约数，

所以c2m≤c1 ……（4）

由（3）（4），得c1=mc2

在求解最大公因数过程中，应用定理（i）可以简

化计算。

（ii）由结论（i），

在等式两边同除 ，得

特别的，取 ，有

=1

也就是说，a和b都除以最大公因数求它们的最

大公因数是互质的。

由此就得到处理（a，b）=d 的一个很好的办

法：

如果（a,b）=d，那么a=da1，b=db1 ，且（a1,b1）=1。

反过来也是对的，d是a、b的公约数，若a=da1，

b=db1，且（a1，b1）=1 ，那么（a，b)=d。这是处理最大公

因数的一个非常有用的方法。

3 结论
本文利用辗转相除法和相互整除的关系证明

了两个数的最大公因数的性质（i），从而比较容易地

证明了性质（ii），如果是多个数的公因数需要做进

一步讨论。

。
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Abstract: The greatest common factor is also called the highest common divisor, which is the highest one of the

common divisors of two or more integers. The property of the greatest common factor of two integers will be mainly

discussed with its concrete proof.
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