
1 预备知识
结论 1 设 A 是 矩阵，B 是 矩阵，则

= ＋ 。

结论2 设A是 矩阵，B是 矩阵，C是

矩阵，则 ≥ ＋ 。

结论3 设A是 矩阵，B是 矩阵，如果

，那么 ＋ 。

结论4 如果 矩阵A的秩为 ，那么它的任

何S行组成的子矩阵A1的秩大于或等于 。

2 证明方法
设A、B分别是 、 矩阵，则

＋ - 。

证法一 只要证 。

据结论1，有

= 。

作分块矩阵的初等行（列）变换:

根据分块矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵

的秩，以及结论2，得

因此

证法二 若 或 ，则由结论3立即看出

命题为真。下面设 且 。

设B的列向量组为β1，β2，…，βm。则

。

设AB的列向量组 ， ，…， 的一个

极大线性无关组为 ，其中

。则

从而 。

设齐次线性方程组 的一个基础解系为

， ，…， ，其中 。则对于 ，2，…，

m，有

。

由此得出，向量组 可以由向量组

线性表出，因此

即

证法三 设 。把 经过初等行变换化

成简化行阶梯型矩阵G，再G把经过初等列变换可

以化成形如下述的矩阵：

因此存在初等矩阵

使得

从而存在可逆矩阵 使得

于是

令

则

从而
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由于

据结论4的结果，得

因此 .

3 不等式等号成立的一个充要条件
定理 设 ，可逆矩阵

使得

，则 不等式等号成立即

＋ － 的充要条件是

其中 是由 的后 列组成的矩阵。

证明:只证明 的情形即可。

设 是 的标准基， 是 的标

准基。 显然， 不等式等号成立当且仅当

，而 是 的 一 组

基， 是 的一组基 , 所以

当且仅当 可由 线性

表出，记 [ ]，则 不等式等号

成立当且仅当 与B有相同秩， 。

例 设 ，， ， 则

=1，因为

故 ， ， ，然后

则 =2，从而 。

同时根据上面的讨论可得到 不等式的

本质: 两矩阵乘积的秩不大于前一矩阵行空间与后

一矩阵列空间的交空间的维数 ,而此维数又不超过

两矩阵秩的和减去欧氏空间 的维数。
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Several Methods to the Evidence of Sylvester Inequality
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Abstract: In this paper ,by using the properties of elementary transformation and partitioned matrices we give

three method to prove Sylvester inequality and we explore the nature of the Sylvester inequality and the necessary

and sufficient conditions when equals established.
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