
1 引言及预备命题
孪生素数猜想是数论中的著名未解决问题。

这个猜想产生已久，在数学家希尔伯特在1900年国

际数学家大会的著名报告中，它位列23个“希尔伯

特问题”中的第8个问题，可以被描述为“存在无穷

多个素数p，并且对每个p而言，有p+2这个数也是

素数”[1]。

2013年5月14日，《自然》杂志报道，数学家张益

唐证明存在无穷多个素数对相差都小于7000万[2]。

陶哲轩随后开始了一个Polymath计划，由网上志愿

者合作降低张益唐论文中的上限。截至2014年4

月，即张益唐提交证明之后一年，按Polymath8b计划

维基所宣称，上限已降至246[3]。沿着张益唐的证明

思路，要做进一步的证明也许会更加困难一些。因

此仍然有必要另辟蹊径，探索新的证明途径。

《孙子算经》[4]、《数书九章》[5]和《算术探索》[6]都

一致指向了同余理论。在对相邻奇数积的数列进

行同余分析时，找到了孪生素数猜想成立的一个充

分条件[7]——【命题1】。

定义两个集合：

【命题1】对于任意大于10的自然数 （ ，

），方程组（1-1）恒无正整数解。

其中：

①（1-1）同余式方程左边处于 位置的因子为

不小于4的连续自然数．

② 是不大于 的奇素数中最大的一个，b
表示不大于 的奇素数的总个数。

③（1-1）等式右端模域中的奇素数 p01，p02,

p03,……p0(α-4-1)可以相同，也可以不尽相同，也可以完

全不同；p01，p02,p03,……p0(α-4-1)不讲究顺序，即并不意

味着p01≤p02≤…p0(α-4-1)。

④（1-1）同余式方程右边的模的集合是不大于

的所有奇素数 的子集（或全集），即可以为 的

全集，也可以为 的子集，可以作模域理解。

若【命题1】成立，则孪生素数猜想成立。若孪

生素数猜想成立，则【命题1】不一定成立。本文拟

采用数学归纳法证明【命题1】成立。

2 数学归纳法论证
2.1 取初始值验证【命题1】成立

当 时，

由（1-1）得出（1-2）

（1-2）

（1-2）还可以进一步明确为（1-3）

（1-3）
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验算得（1-3）中（3）、（6）无正整数解，所以

（1-3）无正整数解，即【命题1】成立。

当 时，

由（1-1）得出（1-4）

（1-4）

（1-4）还可以进一步明确为（1-5）

（1-5）

（1-5）中“∨”表示“或者”，读作“析取”。（1-5）

实际上是一组同余式方程组，由于各个方程式的模

均存在2种可能，所以9个方程式的组合就构成29=

512个同余式方程组。（1-5）中模域扩大了1个。验

算得（1-5）中（3）、（6）无正整数解，所以（1-5）无正

整数解，即【命题1】成立。

当a=13,14,15…23时，由（1-1）所给出的同余式

方程组模域没有扩大，而方程式的个数逐渐增加。

在无解的方程组中再增加新的方程式，则增加方程

式之后的方程组更加无解。即此时，【命题1】亦成

立。

2.2 假设当 （ ， ）时【命题1】成立

假设：当 （ ， ）时，下列方程组

（1-6）无正整数解。

（1-6）

2.3 证明当 时【命题1】成立

当 （ ，且 ）时，“方程组（1-1）无

正整数解”的判断是否仍然成立呢？这一步的证明

要分两种情况。

①第一种情况—— 从 到 没有引起

的变化。

如果 从 到 没有引起 的变化，即就

是 从 到 没有引起同余式方程组模域的变

化。模域没有发生变化，方程组中的方程式却增加

了一个。在无解的方程组中再增加一个新的方程

式，则增加方程式之后的方程组更加无解。即此

时，【命题1】成立。

②第二种情况—— 从 到 引起了 的

变化。

如果 从 到 引起了 的变化，即就是

从 到 引起了同余式方程组模域的变化。模

量添加了一个 ，同时方程式还增加了一个。这时

的方程组如（1-7）所示。

（1-7）

此时， ，即 。

要证明（1-7）在 时无解，需要采

用反证法。

在采用反证法之前，首先要做一项工作，就是

把（1-7）与（1-6）中的方程式的个数调整一下，使得

（1-7）与（1-6）中的方程式的个数相等。

因为（1-7）中刚刚增加的方程式

必有解，所以可以删去。这样，

（1-7）与（1-6）中的方程式的个数就相等了，都等于

。

必有解的证明步

骤如下：

∵

∴

又∵

∴ 在（1-7）中

必有解。

下面，采用反证法证明（1-7）无解。

【反证法的假设】假设同余式方程组（1-6）无

解，而同余式方程组（1-7）有解。

【反证法的递推】当 时

把（1-7）左边 中不能被 中的元

素同余同模表示，只能被 同余同模表示的数表示

为 。并将 中“所涉及的那些

自然数”定义为 ，则由（1-7）可以得出（1-8）
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（1-8）

其中：这里（1-8）中的 也可以理解为——在

（1-6）中无解，而在（1-7）中有解的那些方程式中

“所涉及的 中的那些自然数”。

∵

∴由（1-8）可以得出（1-9）或者（1-10）

（1-9）

（1-10）

于是， 可以表示为 ，此

处 为某些使得 为不大于 的自然数的那些

自然数（ ）。

把 代 入（1-8），有 下 式

（1-11）存在

（1-11）

如果把 回代到（1-9）或者

（1-10）时，则会得到

（1-12）

（1-11）和（1-12）中均有 ，所以针对 来

展开讨论。

首先，确定 的数域范围

∵

∴ （1-13）

又∵

∴ （1-14）

展开（1-14），可得（1-15）

或者

即 或者

（1-16）

从而由（1-16）得出（1-17）

（1-17）

即 （1-18）

接下来，对 进行分类讨论。分 和

两种情形。

当 时，由（1-11）得出（1-19）

（1-19）

如果（1-19）中 是合数，则必有（1-20）成立

， （1-20）

即（1-6）有正整数解。这与假设相矛盾，故【命

题1】成立 （1-21）

如果（1-19）中 是素数，则等于在此范围内

找到了一对孪生素数，即孪生素数猜想成立

（1-22）

当 时，

此时， ， （1-23）

由（1-23）可以得出（1-24）

即 ，

（1-24）

由（1-24）和（1-11）得出（1-25）

， （1-25）

即（1-6）有解——这是与假设相矛盾的。故这

种情形下【命题1】成立。

【结论】根据数学归纳法得出，对一切自然数

（ ，且 ），【命题1】恒成立。

由于【命题1】成立，随着的 不断递增，孪

生素数前赴后继，逐渐显现，所以孪生素数猜想成

立。

3 缺项单无解定理的提出及论证
3.1 缺项单无解定理的提出

虽然（1-22）的判断本身是正确的，但是就整个

证明而言（1-22）是一个逻辑漏洞。因为反证法的

证明思路是一直向上的无解递推，而（1-22）则显示

为有解。这导致一直向上的无解递推中断，即不能

朝着无穷大的自然数向上持续递推。

如何来弥补这个漏洞？

有一个思路——那就是从数学归纳法证明一

开始，就舍去具备（1-19）特性的那两个方程式。提

前舍去了具备（1-19）特性的两个方程式，该漏洞就

不存在了。这需要在【命题1】的基础上提出一个更

强的在（1-1）中舍去两个“具备（1-19）特性”的方程

式的【命题2】。

【命题2】对于任意大于10的自然数 （ ，

且 ），方程组（1-1）中舍去2个“具备（1-19）特

性”的方程式之后的同余式方程组无正整数解。

【命题2】存在一个更强的命题【命题3】

【命题3】对于任意大于10的自然数 （ ，

且 ），方程组（1-1）中舍去任意2个相邻方程式

之后的同余式方程组无正整数解。

【命题2】和【命题1】中方程式个数的关系是局

部与整体的关系，局部无解则整体无解，整体无解

则局部不一定无解。即若【命题2】无解则【命题1】

无解；若【命题1】无解则【命题2】不一定无解——此

所谓【命题2】比【命题1】更强。

【命题3】和【命题2】中所舍去方程式的区别是

任意与特定的关系，任意无解则特定无解，特定无

解则任意不一定无解。即若【命题3】无解则【命题

2】无解；若【命题2】无解则【命题3】不一定无解——

此所谓【命题3】比【命题2】更强。

不妨把【命题3】称之为“缺项单无解定理”。值

叶雉鸠：孪生素数猜想的证明

（1-15）
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得说明的是，如果本文直接证明“缺项单无解定理”

可能会使人们不容易理解，所以本文先给出前面

（1-2）到（1-25）的证明。在大家都熟悉了证明的框

架思路之后，再给出“缺项单无解定理”的证明就容

易理解一些。下面采用数学归纳法证明【命题3】。

3.2 取初始值验证【命题3】成立

如前所验，当 时，由（1-1）得出（1-2），

（1-2）还可以进一步明确为（1-3）。前面已经验算

得出在（1-3）中（3）、（6）无正整数解。由于（1-3）中

的（3）、（6）并不相邻，所以在（1-3）中舍去任意2个

相邻方程式之后的同余式方程组仍然无正整数解，

即【命题3】成立。

当 时，由（1-1）得出（1-4），（1-4）还可以进

一步明确为（1-5）。（1-5）中模域扩大了1个。前面

已经验算得处在（1-5）中（3）、（6）无正整数解。由

于（1-5）中的（3）、（6）并不相邻，所以在（1-5）中舍

去任意2个相邻方程式之后的同余式方程组依然无

正整数解，即【命题3】成立。

3.3 证明当时【命题3】成立

假设：当 （ ， ）时，方程组（1-6）中

舍去任意2个相邻方程式之后的同余式方程组无正

整数解。

当 （ ，且 ）时，“方程组（1-6）中舍

去任意2个相邻方程式之后的同余式方程组无正整

数解”的判断是否仍然成立呢？这一步的证明要分

两种情况。

①第一种情况—— 从 到 没有引起

的变化。

如果 从 到 没有引起 的变化，即就是

从 到 没有引起同余式方程组模域的变

化。模域没有发生变化，方程组中的方程式却增加

了一个。在无解的方程组中再增加一个新的方程

式，则增加方程式之后的方程组更加无解。即此

时，【命题3】成立。

②第二种情况—— 从 到 引起了 的

变化。

如果 从 到 引起了 的变化，即就是

从 到 引起了同余式方程组模域的变化。

模量添加了一个 ，同时方程式还增加了一个。这

时的完整方程组如（1-7）所示，所不同的是【命题3】

需要面对的是“方程组（1-7）中舍去任意2个相邻方

程式之后的同余式方程组”。

此时， ，即 。

要证明“（1-7）舍去任意2个相邻方程式之后的

同余式方程组”在 时无解，需要采用

反证法。

在采用反证法之前，照样要做一项工作，就是

把（1-7）与（1-6）中的方程式的个数调整一下，使得

（1-7）与（1-6）中的方程式的个数相等。

因为（1-7）中刚刚增加的方程式

必有解，所以可以删去。这样，

（1-7）与（1-6）中的方程式的个数就相等了，都等于

。

下面，采用反证法证明“（1-7）舍去任意2个相

邻方程式之后的同余式方程组”无解。

【反证法的假设】假设“（1-6）舍去任意2个相邻

方程式之后的同余式方程组”无解，而“（1-7）舍去

任意2个相邻方程式之后的同余式方程组”有解。

【反证法的递推】当 时，仍然有

（1-8）到（1-25）的递推，所不同的是（1-22）的内容

发生了变化。如果（1-19）中 是素数，则（1-19）

作为相邻的可以舍去的方程式。即便同时有解，考

虑到 的情况，也不会影响“（1-7）舍去任意2

个相邻方程式之后的同余式方程组”的无解性。

【结论】根据数学归纳法得出，对一切自然数

（ ，且 ），【命题3】恒成立。

【命题3】成立 【命题2】成立 【命题1】成立。

由于【命题1】成立，随着的 不断递增，孪

生素数前赴后继，逐渐显现，所以孪生素数猜想成

立。
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Abstract: MATLAB is simplicity of programming, high efficiency of calculation, powerful function of drawing.

The introduction of MATLAB simulation in "electrician basis" course teaching can make up the deficiency of

traditional teaching. This paper studies the MATLAB function programming and virtual experiment two kinds of
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