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引言

矩阵是高等代数的重要内容之一，是许多数学

分支研究的重要工具，而对角矩阵形式简单，研究

起来比较方便，用途广泛，因此，对矩阵能否对角化

的研究显得尤为重要。文献[1]和[2]中已给出了矩

阵能否对角化相关判别方法，这里不再一一列举。

这里，对部分特殊矩阵能否对角化问题进行详细的

讨论，得出其能否对角化的相应条件。

1 主要结论

定理1 若n阶可逆矩阵A可以对角化，那么

A-1和A*都可以对角化。

证明：由于A可以对角化，所以存在n阶可逆矩

阵T，使得

（1）

又因为A可逆，则每个λi都不等于0，对（1）两

端取逆，

有 ，故A-1也可以对角化；

再因为 ，

则 ，故A*也可以对角化。

注释1在可以对角化的前提下，存在的可逆矩

阵T都相同。

定理2 阶幂等矩阵可以对角化。

证明：由于A是幂等矩阵，即A2=A，所以A的本

真值只能是0或1。设r（A）=r，

当r=n时，A是可逆矩阵，即A=I，因此A可以对

角化；当r=0时，A=O，因此A可以对角化；当0<r<n

时，当本真值λ1=0时，则属于λ1=0的本真向量是齐

次线性方程组（λ1I-A）X=0的基础解系，从而就有

n-r个线性无关的本真向量。当本真值λ2=1时，则

属于λ2=1的本真向量是齐次线性方程组（λ2I-A）

X=0 的基础解系，而 A2=A⇒ A（I-A）=O，得到 r

（I-A）+r（A）≤n，则r（I-A）≤n-r；另一方面，r（A）+r

（I-A）≥r（A+I-A）=r（I）=n，则 r（I-A）≥n-r，因此 r

（I-A）=n-r，从而就有r个线性无关的本真向量，所

以A有n个线性无关的本真向量，因此A可以对角

化。

注释2可以找到一个可逆矩阵T，使得

因此该定理另一种叙述方式为：幂等矩阵一定

相似于Λ。

推论1设A、B都是幂等矩阵，且AB=BA，则A、B

可以同时对角化，即存在n阶可逆矩阵P，使得

P-1AP=P-1BP=Λ

证明：由定理2可知，存在n阶可逆矩阵T，使得

取C=T-1BT，由于AB=BA，得到

　　　　　　　　　　　　（r是A的秩）

令 （B1是r阶，B2是n-r阶），由于B
2=

B，得到C2=C，从而B1
2=B1，B2

2=B2
2，也就是说B1，B2都

是幂等矩阵，由定理2可知，存在r阶可逆矩阵T1和

n-r阶可逆矩阵T2，使得
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令 ，则

，且

定理3 设A=（aij）n×n是下三角矩阵，则

①若aii（i=1，2，…，n）互不相等时，A可以对角

化；

②若a11=a22=…=ann，且有aij≠0（i>j），则A不能对

角化。

证明：①由于A是下三角矩阵，其主对角线上的

元素aij是A的所有本真值，又因为aii（i=1，2，…，n）

互不相等，所以A有n个不同的本真值，故A可以对

角化；

②反设A可以对角化，由于a11=a22=…=ann，所以

A的所有本真值就是a11=a22=…=ann，则A相似于数量

矩阵a11I，即存在n阶可逆矩阵P，使得

A=P-1（a11I）P=a11I

这与aij≠0（i>j）矛盾，因此A不能对角化。

注释3从证明中可以看到数量矩阵只能与自身

相似。

注释4对上三角矩阵也有类似的结论。

注释5定理的条件只是充分条件，不满足条件

的矩阵能否对角化，还需要针对具体问题具体讨论。

如 就不能对角化。

定理4 设A是数域F上的n阶矩阵，对∀a、

b∈F，a≠b，若A2+（a+b）A+abI=0，则A可以对角化。

证明：由于A2+（a+b）A+abI=0，得到（A+aI）（A+

bI）=（A+bI）（A+aI）=0，这就说明A+bI的列向量都是

齐次线性方程组（A+aI）X=0的解，因而

r（A+aI）+r（A+bI）≤n

另一方面，由于A+aI-（A+bI）=（a-b）I，所以

r（A+aI）+r（A+bI）≥r（（a+b）I）=n，

因此r（A+aI）+r（A+bI）=n，为方便起见，不妨设r

（A+aI）=k，r（A+bI）=l，并且有k+l=n，取α1，α2，…α

l，是A+bI列向量组的极大无关组，则α1，α2，…αl，

是A的属于本真值-a的全部线性无关的本真向量；

同理，A+aI列向量组的极大无关组β1，β2，…βk，是

A的属于本真值-b的全部线性无关的本真向量；又

因为a≠b，所以

α1，α2，…，αl，β1，β2，…，βk

是A的性无关的本真向量。因此A就有n个线

性无关的本真向量，故A可以对角化。

注释 6从定理的证明过程看到，取可逆矩阵T=

（α1，α2，…，αl，β1，β2，…，βk），则

定理5 设A是n阶正定矩阵，B是n阶实对称

矩阵，则AB和BA都可以对角化。

证明：由于A是n阶正定矩阵，则存在n阶可逆

矩阵T，使得A=TT'，于是有

T-1ABT=T-1（TT'）BT=T'BT

所以T-1ABT是实对称矩阵，因而T-1ABT可以对

角化，即存在可逆矩阵 T1，使得 T1
-1（T-1ABT）T1=

（TT1）
-1AB（TT1）为对角矩阵，因此AB可以对角化；

又因为T'BA（T'）-1=T'B（TT'）（T'）-1=T'BT，B是n

阶实对称矩阵，所以T'BA（T'）-1是实对称矩阵，即存

在 可 逆 矩 阵 T2，使 得 T2
-1（T'BA（T'）-1）T2=

（（T'）-1T2）
-1BA（（T'）-1T2）为对角矩阵，因此BA可以

对角化。

2 应用举例

例 设 ，显然有（A-2E）（A-3E）=

0，根据定理4得到A可以对角化。

3 结束语

由于数域F上的n阶矩阵构成的线性空间Fn×n

和F上n维线性空间V上的线性变换构成的线性空

间L（V）同构，因此文章所涉及的部分结论对线性

变换同样成立；见于篇幅的关系，这里不再一一赘

述。
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含参数不等式是一类综合性较强的题目，无论是什

么样的含参数不等式，在解题之前要先弄清楚不等

式的类型，以此选择适当的方法，使解题具有明确

的方向。若我们平时学习能建立这些解题模式，今

后再遇到类似这样的新问题，以此为引索，确定解

题方法，便能够应对自如。
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Abstract: The solving method of inequality with parameter is the hot topic in the mathematics teaching in

middle school. In this article，we introduced several common used solving methods of inequality with parameter——

the classified discussion method，separating parameter method，constructing function method，combining number

and form method，the function range method. We scientifically summarized the mathematical thoughts above，and

put forward some regular understandings and opinions.
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Abstract: The problem of matrix diagonalization is a complex，and difficult one to estimate. In this paper，

starting from the definition of matrix diagonalization，according to the analysis of special conditions，which is the

matrices satisfy，we have derived the conditions that a diagonal matrix satisfies.
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